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OBERSICHT 

tlBER DIE KAN DIO 14, 15, 16, 10* DER ERS'i'EN S10RIE 


HINIjEITUNO 


In iIimi BiimU'ii l-l, 1ft, 10, J(r ,: der erstcm Serin Hind 82 EulkuboIio Ablmndlung 
ilbor imendlic.iio Keihen, Proilnklo, und Kotlonbrllclto voreinigt. Sin biidcn zusummon n 
deni orsten Band von Eulkus Introductio in analysin infinitorinn (Lnusamme 17*18, Opc. 
omnia Is) oiuoii dor wichtigstcn Ausselinitto aus Eui.liHS {loflatnlwork. Ein/.olne jen 
82 Abbandhmgen ntolien in ongcr Beriilirung mil gowissen Toilon dor introductio odor <’ 
Institvtioncs calculi diffcrcntialis 1 ) (Betropoli 1705, Opera omnia Iio), weifiuis die moist 
gclicu ilbor den Knlimen der Introductio Lilians und molir als eino bildol don Ausgaiq 
jmnkl filr selir liedoutende ForRoiiungon dor spntorcn Ze.it; os scion liicr liorvorgeliobe 
die Tlieoric der (Lutmiftfunklion, dio Abloilung der KimHioimlglciclumg d(*r lllKMANN soli 
Znl.iiCimktion mid dio Gnlorsuelmng der hyporgeoniotrifleiio.il Boiiui 


I'\tc, (l, y, x) = t -|- 


«-(3 

].y 


-- -- o 2 

l-2y(y —I) 


(Eclkr sclbet vorstfiud fibrigons im Ausclilufi an Wallis unler series hjpctpconietri 
olwas ganz andercs; vgl. S. XL). Die geuialo Ilorlcit.mig dor binoiniflchon Ueihe (in (1 


l) Dor irnuptinlinlt (lesson, wordbor im orston AbsehniU diesor tibor.sieht boriehtol \vi: 
limlol. sich aueh sinvolil in don Instilulioncs calculi diffcrcntialis wio aneb mil Aii.snnbino i 
I'jUi.niifiehoii Buinmonformol in dor Infroduclio. In dioso 1ml Dui.nu nnliordom dns Allgomoi 
seiner Untorsneliungen Uber Koltenbriicho aufgenoimnon (siolio dioso "Cboraiclit VI) mid oinig 

Ilosondoro wio dio Kotlonbritchn f(ir quadralisclio Irrationiililiiten, filr und don Dhoun’UK]' 

.soJjoii Kaltonbi-uch filr ^. J’dr dio,son oinon oiufnclion IJoivois nn linden und ivomdgJicJi don u 

bokamiton DuouNCKHiiscbon Ilowois wiodorzufindon, war iininor wiedor dns Bomilhon Euums (v; 
E 123, 522, GIG, 7-15; Opera omnia lu, p. 29f> mid 323; lie, p. 325; Ira, p. 14; La*, p. 1J 
und 1R0; fornor dioso Uborsicht S. LXXX und GI). 


Ablmmllnnt' -165) liStte V'vu-.it wold in seine Intn/dnctin autgeiionmicn, sou 
C.uviiv in seine Analyst-. aUjvlmqw mid Ann, in seine Untersucbmigen ill 
niiiilrcilie autgennmmen lint 1 ), wcnn er sie star Zoit, fils cr die Tnliwhiclw s 
liesessen hallo. 

Z^veiCellos isl dor Uehfilt der I-’ui-kic sclion Arbeiten iibcr uncndiirhe Algo 
nielit iiiisgi’schopft, unit es wiirc ftir jnnge Forsclicr, (lie mil dem IMst'/eug 
das wir den zwci Jalirlu.nderten seit TSn,i:ns Anfiingen vonltinkeii, eine lolnu 
Eni.mtsclirs GedankenguL mil dein kritisclien Geiste mid den strengeren Verf 
Zeit zu dmehdringen mid ilainiL nen v.u lielcbcn. Miigen ,lic ‘ Ii ' ilK,e 11111 

solclic Forsclnitig amegen imd ci'loiHitcru. 

In del- tldgonden (Jbersielit betmchten wir die Ablmmllmigen der Hi'md 
16 ;,: nielit in tier Iteihenfolgo ilirer EntsMmng, sondorn teilen sie in siebcn t 
sprecliemle flrnppen, was untUrlicli nielit ohnc Willkfir moglieti isl-; vielo dor y 
don Arbeiten gehbrcn eigcmtlicb nielireren jener Ginppon tin und nielit wenig' 
in engem Znsiimmenhung mil. Unterauclinngan El'MiHS, die in iinderen Kiindi 
t iMiiiii, insbesonckwe in den Biinden Ii7 —iibor Jntegrnhvcbnung 1 Ini/ linden 
In die erste Grnppe liaben wir 14 Abhiindlungeii (2f), 41, 46, 47, 55, 61, 
597, G17, 642, 66-1, 746) aufgcnoimnen, in delicti Euw;r zwoi seiner (ilimzloiul 
winder von neuen ftesiclilspmikteii mid in neuem Zusttinmcnlmiig, munclimal a. 
lediglich wiederholend betrnchtet, niiiidieh ersteus seine Suiiiinonforinid, die mn 
Bezeieliming so schvcibt 2 ): 

]) Augustin Cauchy, Coins d’Analyse dc I’cco/c voyalc. luilylcchni'inr, ! rc 1 
ahjcbriquc., Paris ]821; Oeuvres, strict 2, iomo 3. •••• Nimls IIunuik Unters 

die Roiho 1 -\ -“.r -f m + .lournal ftir die l-nino und nngmvnwltn Mid 

1829, S. 31; Oeuvres, cd. Sylow-Lik, Bd. i, S. 219. — Caui’UV.s Analyse aly/br 
blunmis Jnlrodudio nielit zn donknn ist, lint t'itr (lie ovslo Uiilfle do.s ] 9. Jnlirlnuidort: 
Bcdeutuiig wio dor oiste Band dor Tnlroduclio fur din vorhorgeliomleii Jnluy.olmt 
gleichon StoiTgobietc dor orsto grofio Kortschritt liber dio Tntmtadio liiiums, und 
in castor Linio in dor svlifirforen Fnssimg dor llogrift’n, insbosondoro aucli dna Kotiv 
im Zusammcnliang darnit stelit dio mibcdingto Abloluunig dos Clobrniielis divnrgonte 
Cauoiiy uml dams ouch dwvch Ahul in scliavfom GcgonsnU v.uv Auffmwuig I’b'i.vwu 
dio AiisfOlmmgcn auf S. XII—XtV diosos Boriclits. 

2) Dio Suimnonformol hat bald uach Kui.kr und zwoifollos uimbhtuigig von il 

Mao IjAukw gefunden: A '('realise of fluxions, Edinburgh 1742, nvt. 829, Ud. 2, p. 

« 

win boi Dulek tils Boispiel dio Summation dor Koibo ^ j s mit dom I'lrg 

1 3 

(vgl. (9al 8. XIX), docli ovkonnt Mac Lauhin nielit die Oboroinstimmung mit ” . 
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\vol)(‘i It dits Uestgliod bedeidnl, dem man vorscliiodono Korinmi gobmi kmin, und /.\ 

\ 

did Summation dim Kuihon %■ — 2 ; , mil dem Krgchnis 


(3) 




Dio Hkunoi.-luhoIioh Znhlon 1 ) 


' W 3 -/f 5 0, 
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^*2 1 ' ji j th -• •- 3() , " ' ;!()’ /,l0 '‘ ' fifi’ 7,12 ‘ ’ 2730 


vorbimlon dioso anf don crslen Blick scheiiilmr woit nusoimuidor lu»g«»nlcii (logonsliii 


T'lncytdnjiacilie <h'.r viulh. Wis*. (Hcl, II . 1 , i, Leipzig 4 HDD— 15 ) 11 ', S. 4 f> 7 ) dor Vortus 8 <>v 
dos Artilcols II A 3 von „riner von Mao Laurin gofundonon und guwdhnlieli Ki:uni mg 
bonon i5iumnojifoi-niol“ spiiebt, so ist dies gnnz ubwogig, du /woi Ahliundlmigeii km.m 
die Suniniouforinol vor Mao Lauiuns HVcalisc. orsnbiouen sind. OI» kri/im dio StiumnuscIh’ 
(James tiviuuxti, MrtJioihis differciiludis sive Irucltitus dr smmmlionc cl ittlcriuduliouc srrir 
jimtunon, London 1730 , propositin 28 , p. 12 !)), dio aut‘ don Sondcrfnll f(o:) --- log .i: dor K 
formol binauslilnfl, vor soiner orslon i. J. 1732 dor Petersburger Akudomio voigolegion 
lung iibor dioso goknnut hill, lltIJi sicli niclit feststeilon. 

:l) Dio orslon fiinf von Null vorschiodrmon diosor Zalilon iindeii sicli moist. in 
comcdamli (llnsol 1713 ) dos .Iakou IIkknoum.i S. 98 . Die Bozoiclmmigswcdso ist scluvank 
nenni Eunr.u (/. II. Ti&, p. !)S) mid vielo nndero nneb Hoincin Vorgnng mil AulloriielitUissi 
7j 1 — .* und 7 j a = li h — //, • *• — 0 , sowio des Vor/.oicbons .Tbinsoimufioho Zaw.kn dio fol 

l l l l 6^ 001 

6 * 80 ’ 42 ’ 80 ’ GO ’ 2781 ) * ' ' ' ’ 

LEosiiAum Rutuni Opera omnia lie* Commonlntioncs analyticuo b 



Es mogt? liier nocli, mn nu spatcrer Stelle (S. X'XVJl) don limclit ilbor 
sctu- AlilianiHmigi'ii v .11 evtcicMern, t-iue Vormel Plat/, fiuden, die man crlu 
rjloinliuiig (2) fur goi-mlcs u = 2w mid init dor Abkflnmig it -r 2;»A = b s 

/■(«)-{- /■(« -f A)d /'(" -I" ' Jl <) "I'-I A'* + -|- 2 


(?) 


riu) + A^) 




B^ 3 

■\ \ 


i rvo- 


-t- 'VC [A a ' | - 3 J(/>)--A 2;| - 31 WI-i- « 


nnd sic von dor gleicluirtigon Gleiclmng 

<2\f(a) + f{n d- 2h) -f- /T" + 4/0 -|.! f{« (2»i - 2)h) -| f(ji -I- 




= /■<«) fib) +/rt*)«* + *TVi»> / v («)i h- rrw 


3 __ ^(ap-3)( ff )] _J. i{< 


abzichl. Man erliiilt ko: 

f(«) - /■(« + h) -i- A" 2 A) ■ ■ f(a -i■ ;w0 + ‘ - A« -r (2 »i — DA) - 

- - rwi -I- 0 !/""(/- 


7> /,2p-3f<)2p-2_t\ 

•••+ —- rr <2 "- 3 H^) - + 


Die /.weite Gruppe, wolelier die 10 Abhandlungen L9, 20, <13, 189, 1!)0, 
052, 0(51 nngehoren, cntlialt Arbeilon iibor dio Gainmafunktion 1 ) nnd im Ai: 


gologentlicli (Opera omnia Ii6, p. 598) dio folgondon: 

8 6 7 9 11-5 18.(591 

fi‘» 30 5 42 ’ 30’ (50'' 2730 ’ ' ' ' 

an nnderor Stolle (lie, p. 6C) wiedor dio lu'eraus duicli Vordoppolmig ontsiohondr 
Anmorkung 3 anf S. 99 von Bd. lie, der nobli dor Himvois nnf Sskre»knnii<( 
Abbnndhtngeu (8) 13d. 1(3, Nr. 10, 3 903 aimifilgou ist, wo dio eiston 90 von N 
BhRNOur.Lisclion Znlilon bereebnot worden. Euler sclbst lintto von don Znlilon i 
bereebnot (E 393, Opera omnia lu, p. 93). Weitcvo Literatur boi Ely Amo 
Mathematics, Bd. 6, 1882, p. 228. 

1) 'Wogon der Bozoicbmmg dioeor Euuktion sicbo dio. Anmcvkmig 1 8. XI 
p. LVHI—LXV. 





bunklion, flio von Eli.nit dumb Ausdolmmig dos Symbols h!= 1*2*3...m ant' niclii gun 
y.nhligo Veriiiideilidie, also dnreb Intcrpolsition gewomien wuvde, die EuLKitschen Arbeit 
iil)or Inlorpolutiou Ciberlituipt. AulScrdem ist ein« Einzolsrliria (niimlicU 583) iiber dio Eclk 
sclm Konstimle, die vv so.lbst moist (', gi.degcntlicb aucli 0, J odor l lmnnte, wahvend lien 
dio Bmdeltmuig y ublielmr iet 1 ), in diosc Gruppo uufgenommcn wegen (for Be/iohnng dies 
KonstuuUm zwr /Eunktion. Dio Aldiandlungrm dicsor zwciten Gruppc iibcrdeoken sick tc 
woisc mil Kolc.heu dor Ibimle In—iu (Integrate). Dio Trennung wuido so vorgeuomincn, d: 
don Biimlon 14, 15, 1(5, 1 <>* dio Ablumdlungcn zugewiesen wurdcn, dio niebt irn wcsentlich 
mil beslimnif.on Inti-grnlon arbciton, obwobl oino stmtgo Solieidung niclii moglieli wnr. 

Jti dor driUeu Gruppn werdon 13 Arboif.ou (128, 24(3, 447, 601, 502, 592, (33(3, Go 
58(1, 703, 704, 747, 810) besproc.hen, dio sink rnit. den [rigoiioinotrisclion Eunktionon ui 
mit trigonomolrischoii Rcilion besdiiiftigoii, in dor vierten Grnppo 9 Abhandlmigc.n (46 
i)7o, 584, 037, 003, 700, 720, 743, 708) iibttr dio binomisdio Reilio und fiber Binonw 
kooflizimiton. 3 ) 

Dio fUnflo Gruppo onthiilt t7 Abimndlungon (72, 247, 320, 352, 432, 453, 477, 48 
n07, !>ib, 505, 010, 084, 085, 710, 722, 730), die verfiduedenen nnderen Fmiktionen ui 
Roilum gowidmol. sind. 

In dor fioc.hston Clrnppo sind 11 AblmmUuugen (71, 122, 123, 281, 522, 550, 55 
:d)3, 742, 745, 750) liber imondlidio Prodoktu mid Kcltenbrddio vcrcinigt. 

Dio Hiobonto Gruppo endlidi entlii'dt 7 Euucusoho Arbeite.n (74, .125, 275, 280, 70 
700, 800) ilbor dio Boroduiung der Zald -x. Fur dio bekaunton ;r-Beredmor Adiuani 
Jfo.VANi/a, T/i:/>or.F van Chum-in, Aiumimm SiMUr n. n. (vgl. Opera onm'ui G*, p. 245) kamt 
die Etihiiuscbon Varnehrifloii Iroilich zu split, iilinlidi wio dio boston Vorfahren zur Boroclmin 
der Dogaritlunon end. crlimdon wurdcn, ids dio Tafoln im wosontliehen sebon lertig wnren. 

Wir boondigon, imlcm wir im dio zulotzt erwiilinlon llccbeimrboiten iinkiiilplbn, die: 
Kinloitmig mil oinigon Bemorkungen fiber dio wiRHOiiseliiiftsgesdiiditlielio Bodoutnng der hi' 
vorJicgondon Eum.'IUcIicii rjoistungon aid' dum Gobiof.o dor imendlichen Iteihen, Produk 

1) C in E 43, In, p. 94; V, 583, lie, p. 571 und in don Inst. calc, diff ., lin, p. 33! 
Gunsl. in K 47, In, p. 118; 0 in K 393, lie, p. 11.5; .d in E 3G8, la?; X in E 432, lie, p. 13 
Dio Bozoidinuny y, dio wir in diosor Oborsidit Immit/.ou, viilirt von Masohi'koni hor; siobo dn 
ilhor Iio, p. LXIV. 

2) Wir bozoiolmon don Kooflidniton von in dor Potenzroiho filr (i-|-&•)“ mit 
Euuni soltriob (in E 575 mid 584) und (in K GG3, 709, 72G, 7GH). 

3) Dio gogon Endo dos 18. Jalirbundorts untor dor Loituug Pronys vorgouominono No- 
liorochnnng dor Tafoln (,,'J'aOlcs du Cadu.slrc“, niciit gcdruckt), wodurcli os gobing, dio letztt 
Foldor dor alton Tafoln 7.u bosoitigon, bonutv.t 7.ur Boroclmung dor Pri ttv/abllogari thru on oino Iioili 
dio (man niOclito sagon sondorbaror Woiso) hoi Eulmr niciit vomikommon sciioint. Audi dio vi 

b* 


mid Kottenbriiclie, woboi wir sclion. deswegen gun/ im Allgomeinon vorbloibe 
wir den daiin folgmdrii fim'/rlnnsfillirniigcn dieses Iloriohts niclit nllznsolir vn 

Kn.KKS imermiidlicho Krriido mn ZableiHeolmen war stats bidn-rrsehl 
danken, dit* Tnigwtdte. soltdirr Vorfnhren dnmitnn, dip gooignot. wnren, dir. A 
nei's dureli (lift Uherlegung das Mntliomntikeis ulmikitrzon. lloolienfehlor grill 
siiul ilim srlh'ii unterlaiifon; dock befolgt cr niobt. din strengr, erst spider : 
(u'ltung gelnnglo |{egvl, dull dor I’ehlei nirJit mcdir als nine linlbe Kinhoit d 
beibehultuneii ISttillc* betrugcu dart’. 1 ) Bei den linlhkoiiveigenten Ueilion, di 
uusgiebig benutzle mid die er aueli in Hirer Wnsenwitt riolitig orkmnitu, 
sielierem Takt dio fttrlie, mi der mu giinstigston mil Her Summation milgelu 
\vjii- er sicb wonigstens ail Boispielen ld«r dnriibor, dad os sick uni div 
IiiukIoH. 2 ) A her unoh soldion diveigcnHeii Krilien, dio Icoincswogs /.nr IClnsso < 
gentcn gehoren, kam nacb seiner Aut'lasming, dio sioii f'roilicli sclion hoi ei 
Zoilgenossoir 1 ) mul erst reeht spiiter nichl dnirlisetzen konute, ein bcstimmt 
zn, don or (lurch folgomlo Kcstsetzmig sicker siellon /u kdimcn glunbto: D 
unomlliolirn ltoilic ist dor Wort dos ondliclien Amtdruoks, durch (lessen Ii 
lleike ontsteht.' 1 ) Dieso Anffimnng bat mit gulibviger lijinschriinkmig hintt 
\Vi'*M , :itKTK.v?iSsoliou Hegritf dor smalytisclicn Pmlscksung einon bestinimton 
Sinn mid dninit cine gewisso llcroelitigiuig orlmigt. Nuelidom man noo 
.falirzelinJen dio tfi'M-dtsclien mit divorgonlon Ifeihon nrbeitemlon Ansiitzi 
rottuiigslos voilVIdt itngesahon hotte, bruudit nmn lioulu nur inanchu seiner 

xvomgor fliiinvollo Uorocluuing dor Zald n «u(‘ 200 Uezimulst-ollnn durcli Dash | 
roinn uinl nngavvftiuUo MallumiatiU 27, JH-M. S. 198) bonutzt koine dor von IOi 
I mndliuig 809 dlie*, p. 207) bosondors onipfoldnnon uml wolit (iiieli zwrrkuiiiBigsti 
doni din ganz /.uni ticilnnkoiikrwso diosor Aldiandlung gehiirigo, dort liber ziifiill 
mondo Formed 

- 4 - = nrctff 1 -I- nralg J + nrctg ■ 

l) Odor mil, don Worton von C. t'\ Gaums (Worko lid. 3, S. 237): „dnfl 1 
di’in waltren Wort allomal so irnlio Uoimnon soil, als boi dor gowiililtou An/n 
stollrm mOgliob isl. ,; 

<»■' ’ r ~l Q VVj| 

"dlimg 2 <I,•") ilc, sc.i'ichits (Ih'C.igeiilibits, Oj>cr<t ninniu I 11 , p. 5 
•’ Rcihcn, Tubingen 1898, §]]. 

Main in cinom llriofo an Cim. Goldma(ui voiri 7. Aligns 
rgressioms Wins [UiUac, cx cuius coctniionc ilia serk. 
da quclquc.H celdbrcs f/domelrcs du 18 mi sidclc publide 
. . 1 , p. 32-1); apiiler fast wdrtlioh ol)onso 30 2-17, § 12 (( 
176). 


olwas undors zii bogmndou, urn ilmen oinon gutcn Sinn zn goben. Dio AiRiingo dev i 
dioKoni .labrlnmdorf. woit. enlwickolton Thoorio dor divcrgonlcn Rcihen, die ein Toil dt 
Theorie dor unulytisebon Korlsetzung ist und did schon selir wichtigo Ergobnis.se erzie 
bat’), go him also wio so violu Anliiitge dor boutigen iMnthonmtik auf EfLKH y.urtick; os ii 
liuilieh keinoswogs ho, uIh ob Ei:i.kh liintorlior gegen Cauouv und Aniii, rochl behalte 
luitle. 2 ) .Soinu vorhin erwiilintu DeliniLion dor UoilioiiHinmno isl nicht nur, weil sio d< 
Miigliehkoit molirdoutigor iMinktumon koino Redlining triigt^), somleni vor allem wagon di 
I'olgotidoii Mangels imlmU-bui'. VVemi dio Ruilumglioder mine Zaldon sind (und nic-lit Find 
t.ionon oinor Voriinderlir.lieii), wio ini lAillo 
<r>) a*- 4 J i •••, 

so isl oin ondliolier A usdrindc, dureli dcsson Entwieklung dio Reilie ontslolit, nidit eindeuti 
vorlinudon. Isl- z. R. dio Sinnme dor Reihe (5) d(»r Wert, don dio dureli die Reilie 

III! 

(0) -- -|- . . . 

/ |« !{•'' -R 

deliniorto gauze Iruiiszoiidonto Kunklhm von s file s --- -I annimml, odor isi sie dor Wei 

don dio dirndl dio Roiiio 

(7) .r- - l M .r 2 -I :W.r« ■ ■ IV -- 

doliuiorlo raiionulu Kmikiion von x mil deni Kenner (l mi der >Stelle x — 1 anniimn 
Dab dioso lioidon Worlo mileinander uboroinstinniion, ist oin beuoisbaror morkwiirdig 
ladivsiitz (vgd. R. LXXXM), dor ubor so lunge liur wio ein zufi'tlligos firgobnis erseheii 
ids or niobl. ids Kolgw oines viol idlgemoinevou liCbrsat'/.OB dev Kunktimioulohro ovscbloss 
wanton kanii, was zweilidlos nibgliidi ist. Dureli eiuen soleheii kdnnto wold dio Ruu'.use 
Doliitition I'itr dio ttununo eiuer divorgenlon Roiho an Domuiigkoil und Tragweile gowinm 
Dio iSntnnion dor Roilicii 

(H) R - 2 k -|- :i fc - 4 ,; -f • • • (fill- fr - 0, 1, 2, 3... 

wovou (fi) oin Ijosondorer KnM ist, bat Jfliri.Kn nulor Zugrundelegmig dor Definition 
(!») lim(.-r- •••) 

x-> 1 

niolud'aoli orinitUdt; soin Krgelmis ist fiir k > 0 

(10) l* - “ 4 fc li h , L . 4 ) 

1) ttiolio ■/.. II. K. Knooo, '.Uicoric utul Amcauliniff d(x tmuidlidtv)) llcihcn . 3. Aidl., Jim 
I iKI I, Knpilol XJII. 

2) Vgl. ilia Anmorkiing 1 S. V'llt. ^ ;( . 3 _ (4 a , 

3) Welches isl ■/. II. naeh Kiu.nu dor Wort, dor Roilm x — T -T f) “ 1 1 • 

.r • - 3 odor x — 3 V 

-l) Dio Ksistonz don (Jronzworls (0) ist., da os sieli uni oino fill* x — 1 niclit unotull 
Wi'iilonda ratioiiula Vunklion bniutolt, klar; um soinon Wort /.u (indon, ersotzo man in (9) x du 




Wenu Euu;k in der Bclniudlung nllgemeinur Frngen dor Konveigen 
Restabsehiitzimg seiner Zeit niclit voraus war mid wenu Benin knngeu, di 
dt-r slreiigoii vou Cauchy begriindetim [Analyse algcbriquc 1821) nnd fiin 
(lurch die Tlieorie dor Irmtiouulzahlcn (Cantok, Dkukkind, WkikkstkaS; 
gckoinuionen Grenzwerttlieorie gedeutet werden kbnnen, bei ilirn iiur sclto 
unbowiesen sind 1 ), wahrend mis viele andere seiner diesbeziiglichen 1'lrorteri 
miklar and unknltbar orsohemeii 2 ), miissen wir bedcnlccn, dub es eines u 
Jiihrhuuderts naeli dem Erscheineu dor ersten Euhek sclien Arbeiten bedi 
dieseu Frngen zu voller Klarhoit zu gelung-en, wio auch, dub o.v im geg 
I’ulle 1'ust itmnor gofiihlsnmBig das Kiehtige trafj sehon weil or die Na 
ZnhlemecUunng nie nus dum Aoge verlov mid Him dalver slots ;iu Kunv 
gnter Koiivergonz gelegen spin muJlto, dio or libtigenfalls durch Umt'on 


c"* mit t— 0, dftim orhiilt man fill- A J> 0 don mit (—l) fc + 1 multiplizioiton 
quotiontou filr /—>0 dor Fnnktion 


d. ]i. nnin crhiill: 


€ -1t _|_ c -3< . c -i I ,| 


_1 


-w* + i(—i)* 


fc + l 


_e~ l _ _ 'S 1 , —l 

i -r c~ f "" (^+1)! B ' 

Das Krgebnis gilt mich filr A 


man den Paktor (— l) k+1 wcglnsstm (vgl. (4) S. IX). Siolio K. Kmoi'i 1 , Theorh 
dcr itncmllivhcH ilcthtn, 2. Aull., Uorliu, 8. 508. Eu.uu goluugt zur Gloiehung 
Wcgon als don liior ftiigogoboiioa; vgl. 8. XXVILt uml LXXXTII. 

1) 13. lilbi sick ftus E 4 8 {Opera omnia In, p. 88 union nnd 90 okon' 

genz oinor nnr-ndlielum Hoiho folgondo lJeziohung v.wisoben den Toilsunmion nl 
binroicliendo Rodingting kernuslcson: 


lim s ni — s ( = 0 Till- « = 1, 2, 3, . 


Da os sick ilort um oino Koiho mit posilivon Ciliodorn lumdolt, ist dio Uodiugi 
os gold -m woit, wonn 11. Riotrv {Gcschichtc tier unendUchm Jleihen, Tilbingon 1 
diesor voreinzolten, nichi. selinrf gofabton und nicbl bowiosmon 8tol!o Eum 
Cauchys in dor Eifimlnng der nllgomoinen Konvcrgombcdingung iiugosohou wisson 

2) Siohc beispielsivoiso E 247 {do scriehts divcrycntibus), § 8, Iu, p. 592. 

00 

olme Regriindung gomaclito Bomorkung, dab dio divorgonle Itoiho ^*'o v mit 

o 

iinmer den \Vorl oo halo, womi dio a y unterlmlb oinor ondlicliou Sekranko k 
vicluigon Korn; dock geuUgt atatt dor Bodingnng dor 13gsc1uU nlcthoi t dor 

lim Yu r = 1; donn duim strobl dio fDr |», < 1 konvorgontu Itoiko u t x v filr 
>x> o 

Viol sUirker divergonto lloilion kakon dagegou nndi Eulbu eino eiulliclio Suram 

1 H* 2 + 4 -(- 8 + 1G + • •deren 8ummo 1 — — 1 ml. 

1 1 u 



anderen luuim evme.hter Cicsc]lick 1 icli 1<eit berstelllc. Allgcmeiue Brinzipieii dagegon, nbstrak 
Begriftbbildnngon mid logischo Verlbineruiigcn wnven seinem YYesen fromd. 11m lockie d 
Rinzelfal!; none lAniktioncn y.u bilden mid zu untorsiichcn wav liiv ihn nine budding 
uifgabe fvgl. das in dev Ablmmllmig bdo luifgeslellln Programm). Heulzutngo lernl tm 
nngelicuev vie! Ibmklionentheovie, aber gennu kennt man nnv selir weuigu l , 'imkticmen, 111 
las sirnl vor allem diejcnigen, die IOui.kk in seiner Inlrodiiciio belmmlclt Imt. Auttorde 
kennen oiirigo otwn noch die ICt:r.i;i?sehe Oamnmliiiiktidn mid die ebenlalls von KiTjKH /, 
ersl. untevsnelite Kikmann sehc '/etaliuikt.ion. llnd wemi jeinand guv mit dor bypergcoinoli 
selion Vmiktiou l'\u, ji , y, x) vcvlrmd. ist, so stebl or gleichfnlls mil' BuimRHehem Jiode 
Nur bei dem elli]itisclion Kmiktionon butte cv Ivntz vielov llemiilningeu koin (Jliiek; ih 
Kntdockung muhle er seiiien Nacldblgevn iibevlasson. Abor sollte nicht sonsl in Miii.ki 
Avbeilen noeh maneber Koim selilumnierii, der y.u spiiteror Hliile berufon istV 

Bei den imondliehmi Ketteiibviiclieu, deven erste zusaminonfassemle DuffdoMung n: 
vieloii Einzoliinteixmdiinigoii man ilnn verduukt, kfimniert sicli Kulkk fust gar nicht- n 
die Kmivergenz. Diese Lilelce ausznfitllen, koimte nicht Aulgjibo dieses Borieldes soin; o 
juugcr Borschev, dev 0. Bhkkons Lchrc von dm Kctlrnhrikhcn (Leipzig mul Berlin IB I 
durehgcurbcitel. but, mag in dev Untevsucluing von Znldon mid Bimktioneii, die lOru 
dnvcli Keltcnbvilelm dargeaU'lll- bat, ein lohnendea BeUiligungsreh) fimlen. 

Dev Lesov der Ablmmllnngen wird solhst merken, win RruKits nmtlieinulischo I): 
stolliing imd AusdnielcRweise die Scliwerfi'dliglreit der Zoit vor ilnn bald vcrliert mid i lit in 
vollkommener wird. Dali der (lebmueb von butter* erst spiilev ivllgemein wild, wiihroi 
Ri'imiE nir die Ituiben ,s a , ,s- 0 , . . , etwa V , H' t . , . {■/,. Ji. j<] <1 1) nder j ns 

(z. B. Ed77) schreibl, mag vielleiebi mil. .Sehwievigkcilon des Bnieks /nsaininenbiingen. [J 
Portscbvitt in tier mnlbemntisehen Ausilrucksweise, der Hciidem fiber KlU.Kit liinuns ovzu 
wurde, erseheiiit goring gegenflber dem PovischviU, den die Brimilsehoti Arlieilen liber i 
voraiiHgobondo Zoit- /.eigen, wolJir ilnn /.war nicltt (Ins alleinige, alter doeb daw Man] 
verdienst zukommt. 1 2 3 ) 

Um die Dnrstolhing dieser Uhcvmcht zu voroinlitelien und leichtor lesbar y.u Hindu 
bcilicnon wir mis der beuligen Scliro.ibwoiso von Aiisdrtiekon mid Forineln stall dev Rirr.t- 
sehon Bo'/oiebimngen, dio milievdoni nicht oinhuitlidi siiul, sondorn von einer Ablmmllu 
zur imdoni wcehscln. 

1) Piufaelie Koiivovgenzitbcrleginigon iiudon sieU in Abhuiullung 281, § ti*l; Ojir.ru owf. 
f 16 , p. ‘18. 

2) Vgl. J-Juums Ausfithrujigen ttbov don Wort oilier giiten Jic/eielmung in der Budoitu 

■/,uv Abliamllutig 2-10 (Opera utnniu In, p. 5-12). 



I. DIE EULERSOIIE SUMMENEOKMEI 


DIE REIIIEN 5? ‘ DIE RERNOULLISCHEN 1 

V* * 
l 


Die Eui/KKseliii Siimmcnformol findet sicli mit kmim angodeuteten 
20. ,l\\ni 1":12 der Petersburger Akademu*. vovgelegten AbUaiulluiig 25 

Jl/b/J>odns yencrulis avmnuouli progressionva 

(Opera omnia lu, j». -1-2—72) miter folgonder Korin 


0) 


-/■ 


tdn + a l 


pdl 

tin 


yd'J_ 
i_ <ln* 


6 (Pi 
th?' 


wobei i das uUgemeine (znm Judex n gehorige) (.11 ml inner Uoihe, i 
orsten Glledcr bedeutot. Pilr die Koeffi/Jentcu «, /3, •}*, <5, £ warden Rckn 


( 2 ) 


K 


1 

2 5 



1 

6' J 


(i « i 
r _= a "" (T 4 ' 24 ’ 


A = r___P , li_ _ 1 6 _ 7 , /3 

2 a r 24 120 * 2 0 ■» 24 * 120 


tmgegcbeii, bis dns Bildujigsgoscfz ldav ist, dns luxtilrlich anf die ftllg 
von S. XXI fiir die BrcKNotJf.LiscfieiL Zablen kinausUluft; es ergibt sicl 


(») 



Die Summcnformel win! in den dnrauffolgencten Bei&|>ielei) der / 
oil* einziges Mid verwendet. Die als Beispide gebrachten Reihcnsummr 
melir im weseutliehen darauf, dab nus lieilion, deren Gliedev Fimktic 
lichen uud dcreu Summon boknnnt siud, durcli Multiplikation mit Pol; 


radiation mu] Integration wieder Reiben mit. angebbam' Suimm* gobildet vcrden, z. B. n 
dor geomolrischon Reibe, ans dor Reibe fill' */ nsw. 1 ) 

Kin Hoispiol, niimliili En.Klis Ansntz fill- die lntegruldiirstidlinig dor Summit 


• 4) 



v ! • 1 


inbge in diesor Cbursieht genilgen, olino dull oh eincn vollou Beg-vift' von Kui.kun Krlindnng 
Uraft gebim Icdnnte. (m Kalle >n--l tindet er, dull dicso Snmmu gleieli 



isl, was man durcb DiU’oruu/.iemi loicht besliitigt. Don Kn.nusehon Ansdniek l'lir (4) I) 
bidiebigou gimzzuldigon in > 0 (indot man am eiufaehstcn mis (fi) (lurch maligns Dill 
mr/imm mich h (Eijlkk goht andors vor; dio von iluti gefnndene Sumnio ('fir {■[) slo 
In, 8. f>0). Wir heben noali don vereinfnclden Kail x : 1, a-- 1, f> 0, )»• -M, u---- oo borvo 



woil wir mit diosor Runnel zu einer l‘’rng'o golnngen, wcb-ho die AbithemuUkcr den IH. Jab 
lumderls (antler Em.Kii inabesoiuloro am-li dii^ Brilder .Iakoh mid Johann Mi:icnoiii,u) 
bohom Malle beschiiftigt but, niimliob z.n dor Kruge 2 ): Kalin mini don Wort dor lleiho 


(7) 


•‘’'n 


i I 


in oiiifuebor Woiso durcb bekanide (in'ilten ansdrilekon? nnd winter 
ullgomoinoren Koilien 


(«) 


>7 1 


(bdingl dins l'iir d 
(a a, ;i, •!, f., 


Jbro Beanlwortnng wnrdo zn ojnom dor aelmnsfon Triumpho Drums. 


j) Stull dos Hnclislabims c gobniuchl. liic-r Kmnnt noch e; vgl. hiorzu din Anmmkung 
S. J28 von Baud Jh und dio Anmerkmig za S. J*1B dor Ablmmlbmg 01 von In, dor oislon Slid 
jenos Haiules, wo c in dor itbliebon hedmitung Ixmalzl wird. la dor niimlichon Abbandbmg ( 
flilirt. Bui.cit nucli fiir don Imlbon Umlang dos Kinhi-ilskroirU'S din Bo/.oiohnimg ;c oin, dio nil 
•/.inn orslon Mulls 1700 boi \Y. Jonhs limlot: Synopsis Valmarionnu MaUicscos S. SM3. 

2) Xllhoros aiobo in dom lu, S. .l-ifi--• 170 winder nbgodrucklrm Aufsalzo 1*. iStaokkls (ai 
Jiibliolhcm Muthanatku Ha, 11)07 — IbOH, p. 37 —b-l): June rcrgcsscnc Abttainliioig J.koxhai 
J'U'i.mx ilbcr dio Swnmc dcr reziprol-cn Quadrate der natilrlkhcn Zaltlcn\ vgl. auoli dio Anmorlun 

bnoNUAiini Kin.iau Opera omnia Iia* ConimonlulionoH analytical c 


Die Formol (0) fimlet sich schcm in ciner dor Abhnmllung voi 
liuli in der uni 5. Miirz 1781 tier Altadcunio vorgelcgten Abhuudlimg 20 
De sionmaiione innunicrabilimn progressionum 

(Opera vi/iniu In, p. 20—41); dicse lint in Anluge nntl Inlialt virles mit 
sclieidet sich von ihr duroh (lie wenigor vollkoinmeue Darstclhing nntl di 
jinnhi: es wire! doit die sclion in tier vorhorgehendeii Abhuudlimg 19 
gustellt, 1'iir Simunen wie •/.. R (4) Ausdriicke zu linden, die (wie (5;) i 
/.ahligas n cineu Sinn luiben; deshalb wurde diose Abhandhuig in (lie zv 
polntion new.) dev vorliegendcu Cbei'sickt aufgenoinmen. »Sie iet nliei* fO 
(linppe zn besprechendeu Keihen (8) iiisoferu wichtig, nls nn ihrem En 
der reebten Seite von (U) und dmnit die Iteiho s 2 (?) nut' U Dczima 
tv ini und zwar nuf cine ausgezcicluiefe und selir mcrkwilrdigc Wcise. 

dcr Art Brunts, cinen Ausdrnek ^win die Iieilic -'-j, (lessen Nntnr % 

zur Aufgnbc gesetzt hallo, zunaekst zahlenmiiUig an imteisnohen. Zur 
mittels dcs Inlegvnls nuf dcr reebten Seite von (G) ging* er uuu so 
dieses Integral in zwei; 

X 1 



u * 


wo x irgeml cine ZftliL zwiseben 0 und 1 ist; in deni zweiten lutegrale 
stitution / — 1 — x und erhielt mit y — 1 — x 


x y 



= log (1 - *) log x+2 *7 +2 > • 
1 1 v 


zu 180 von Baud 3s und dm dasolbst, wio nuch in deni soobon orw&lmte 
snlzo angofiiluto VerBfFontHchungeu G. EkhstkIims, JiibhoOi. Math. 4s, 18 
p. 248; 7a, 1D0G—1907, p. 12G. 

1) Dantich ist dies Angabo dor Anmerkung 2, In, p. 162 ties in doi 
morkung orwalmten STXcicBLSchen Aufsatzos zu boricliligen und zu orgtinzt 


no findet limn 


W) 


Wiililt mun 


bier, was urn enil'iio-listcn ist, a' — y 

# a 0°s' '!■ 1 o i + 


1 

n“ ) 



Die mmnu'lir uuf dor roohlon ftcilo stebondo Kt'iho kouvergioit rcelit gut, und b 
knnn uls bekannl ungesuheii werden. Als unnittolton Wort t'ilr « 2 gibt Eulku 1 ) 

(9u) .v a - 

cv ist ciiiKchliofilicli dor letxton Stolle riehtig. Bounty,t man die von Eiu:u erst in 
Abhandlung-J l (siuhe H. \\\[ dor vorliegomlcn Dborsiebt) bewiosono (.doielniug .s- 2 ---• 

CO 

V 1 /j.J j jpU l 

so boFiigt (9), dafi dio Poleii/roiho ^ % fill* - • 2 den Weil. J 2 — (log2) 9 minim 

i 

hicrauf ist .KuUdt in spiiloren Arbnit.cn mchrfueli y.uriickgekominen (sieliu insbesomlere E ' 
Opera omnia lio*, p. 118). 

Kino von dor smibon hesproehonen gnu/ versohiodeno Heruolmmig dor Iteilio .s' 2 - ^ 

i 

rbentalls mil' 1) ttlollon, von denim uber 9 bdsoh siml, limlot sieh in dcr Abhmidhmg «Ji 

Alriltod/ts nniver.iniis scricntm cont'crycnliitm sunimos qunni proximo hmniendi 


{(Jjnru omnia In, p. LO1 — 107), dio am 9. Juiii I7di> dor Eelerslmrgur Akudomie verge 
wimlo. Dio Bcroulmung von j? a ist dort oin Boispiul 1‘iir dio Anwondnng cinor von Eli 
goi'midonon Ponnol moehunisebor Qnndrutnr, dio oino VorbosNcnmg- dor Selimmtnipoxmotl 
ist. Ijcty.loro ist. idontiseh mit folgondur Niibenmgsformol 

"i i 

(I0j /(l) -I- IP) I ■■■■]■ f{n)^j f{x)dx | f< f-~ 

1 

Ein,i:u vorbessert uutor tier VoniusBotzung f{x) < 0, f"(x) > 0 dicso Niiliening, 
doni cr molds nocb dio Oliodor 


no 


r{„ /•(» + a) 

12 12 


biir/ul'ilgt, und vorwondel sic (iihnlicli wio seino .Siimmonformol) niolit sou-old, inn dn 
(10) rcchU stolicndo Iutogral wio vielmchr inn dio links stoliondo Siinnno y.n bcrecli 


JJ Solion vorhor Initio Jamiis Stmuno 9 Stollon dieses JioihoiiwC'i-te.s, wovon 8 riolilig 
mittols oinor goistroiohon Itoihonirnnsfonnnlion borecliuot: Mclhodus diflcrcnlialis sivc Iraci 
de summalionc ct iniarpoiaVionc. scriennn in/inilarum, London 17550, p. 29. In dicsor Sclirift wc 
iLtioh iibnlicho Jntorpolatiommufgftbcn golfist wio in don lOurmuschon Abhimdlungon 19 urn 
((m, p. 1 mid 26). 


o 




Stciit links eino ntirndliohe fieihe, so konimt imiiirlieh mir tins ersto t 


lionEglieder (11) 
Belie Snniine 


in Betraelit. Jin Falle dor Reihe 


O I 


bereehnel Ki:i 



3 2 


_1_ 

10 2 ‘ 


,5-mus 


und ilnuu mit f(v) - ^,,^,.0 (10), (It) uiilienjiigsweise den Uest 

! . 7 1 _L . 

li " r 12 121 ' I 2 • 3 *M ' 


Als weifms Weiajntti gibt Ei:i,i:u diu gaiv/, eutspvuuhcud dundigefitl 

lOOOlttl 

endliebeii Suinmc , t'iir die cr den Wert 1-1,392009 lindet. 

*3 

Eino drittc von den beiden enviilinleu vollig vcrsidiiedeae Beret- 
siiiiuiio s 2 = -- a lindot man in dur Ablmndhing 47 

i 

sioniitnr. cuhisqnc scriei ox (into /cnniuo tjcncrc 

(Opera omnia In, |j. 108—123), die am 13. Oktober 1735 tier Petersbii] 
gelegt uirnle. In dieser gibt Munnu y.uerst cine fonmtle Hcrlcitnng seir 
lung- 25 olmc Bcweis initgeteillen Suimmniforwel. Er bedicnl sieli y.u 
Twi.ousekeu Roilift, die ev miter ErwaUmmg Twt.ORK imd seiner Moth 
durch DiflPiTiizcubildung geivinnt. Seine Sclduftfoi-inol ist 


( 12 ) 


&■ 




+ 


tl x 

■ a i tix 


tiPirf 11 A 
2i0‘lbld'i u 


tPX_ , _ d 5 .Y _ il(/ 7 A 

G-V.fd.i- 3 O’- 7"fd.i 5 ' li)"l)!n 

jr>d l3 A r 3(il7r/ lfi ..Y_ 

2 - 151 <1 x Vi SOTnieT*** ' 5 * 


die in die Found (2) von S. IX, abgcselien von deni bei .Kuu-;it stets 
ubergeht, svenn man X — f(x) mit x — a-rnh nnd h — t seb/.t, \mte: 
Summe f(a) ■{- f(a + ])+-*■*)- f(a -|- n) verslelit und in (12) ftlr die 
nntereu Greii/e a lieri-tihi enden Oliedei eine pnssendc Konslnnlc liiimuk 
Filr die Kocl'fmenten warden die nliirilicUon Fovmeln nngegeben v 
lung 25; vg{. H. XVI und imchber (Id). Deu Zusaintnenhung mit deu J 
NOW,MS erkennl Eousit noch nielit. Jls ist sogar y.u vcnmiten, dnll iln 
in Basel erschionene ars conicciandi niclit bclcannt war. Deim als erslo. 


imcnformel loitet er, olme Jakom Hurnoulu /,n enviilmen, die. sogeimnnton Hi«;i?Nom,u- 
m Polyuoine nh: 


r-H 1 1 


w - „ +, [*" 1 + 1 " t l ) (" t ')- 1 (";!' >■*] 


• syinliolisch geschnebeu 

i </«,.(*)■-■ (i j ,[.(.<■-i- 

;li die ini Kollo cinns gnir/xiibligon positivon x dio Smmnm 

1 n».; I n 3" -| (x - 1)" L\ .’I, ...» 


pjslcllt. werdcn. 1 ) Hoi ICm.KR linden sieli dio Bi-RNOCLMstdicn I’olynniun nichl in dor 
ctnoinen Korin (13), sotidcrn mil. ihron Zalilenkoofll/ienlen iiiisgnsehriebim fiir n -• I, 2, Hi. 

x = 1 gebt (14) in dio von Kl’LKU immor wiedor bonulztn, abor im flnindc sclion 
OR BkKNOW.u 3 ) nnd A. dk Moivim: 3 ) boknnnte Bekursionsfnrmnl Clio dio in dor Sum- 
formol aiiftroLoiuleii Koofliy.ionleii fiber 



• symbnliKcb gomdiricben 

i) (/.’ -f !/ 11 H n 11 0. 


EuIjHK mid vor ibm wiril dio Kormol niobt nllgemoiii, sondorn nnr file dio oihIni 
in von n nngesciiricben, bis ihr Bildungsgcsoty Idnr isl; inicii vonvciidol Idui.t’tt in 
m frtlhorn Arbeiten nicht die BiiRNOHU.isekon Zablon V>, selbst, sondorn dio mil ilmcn 
roil /.nsammonliiingcnden >S. XVT gnnanntoii ZfiMcn a, /?, y t ...) 

A|r weilorcs Boispiol y.u seiner Snmmunfornud bohmidnll I'nrd'.R in dor Ablnmdlnng 47 
Sum mo 

I 4- \ \ 4.1- ' 

Z ,5 ,i; 

lindei 


»S •— Const. -I- log x 


1 _ 1 
i >x ' 1‘Zx 2 


1 

JSO.i 1 


l 

■zJ>2x° 


24 Ojt 8 


.1 _G\n __ 1 

132:t; I<J 327G0.i' 13 i‘2x u 


-J- oto. 


1) Krsotzl. man in ¥omol (2) von S. A'VJ f{a) dmoh <t'\ a dtirelt 0, k durcli (, n duroli .v, 
ofort sio don Ausdruck dor Sunimo (J5) durcli dio Knnldion (13). 

2) i-Lrs conicdandi, Bnsol 17J3, p. 97, 98. Diisnlbst ouch Kovinol (13) nltgomoin nml nocli 
idors filr n = 1, 2, 3, .. ., 10. 

3) Miscellanea anabjlica, London 1730, Gompicmwlum S. 19. 




geiibten lu'chners von der reclits steuenden divergenten iieilie so vide ulicuor 
gernde fur einen gnten Niiheruugswert ndtig sind; er crwalmt ansdrttcklicli ( 
Falle ,r = 1), dafi tUe Reihe nicht konvergent ist. (Defmiert lifttte Eulkk j 
selion in der Abhandlnng 20, iiber die S. XLV beriehtet werdcn wird.) Es to] 
bandlnng 47 iioeh die vorhin envahute dritto Berechnimg der Roiho 

* 2 = 1 + + \i + ■■; 


von der 10 Glieder addiert werden mid der Rest mittels der Smmneuformol % 
Das Ergebnis wird auf 20 Stellen genau angegeben, d. h, vial gennnor, 
gebene Uechming es liefern konnte, Daraus darf man scblieBen, daB die t’Jbi 
mit T Eiii ' eh aufg-efalien war, ala er die Ablmndhmg 47 nbfaflto. 2 ) Hokum 
erst in der Abhandlnng 41, die V/ 2 Wocben spater als 47 der Petersburger J 
gelegt wonlan Ut Gegen SchluB der Abhandlnng 47 werden nocli die Znhlenvve 

licihen und *4=^- auf 15 Stellen (die alle bis nuf die » 1 

i i 

rielitig sind) mitgeteilt. 

Die socben gcnannte Abliandlung 41 

Do summis seriemm reciprocarum 

(Opera omnia la, p, 73-86) ivird fiir die Geecliichte der Maftomatik morkw 
als die, in der Eulkr den Lehraatz, daB die Reihen 


( 8 ) 


s "~ 1+ ^ + - 3 n+jr + 


fur gerades n (>0) zu je" i u oinem rationalen Verhaltnis 

(vgl. S. IX <3» stehen, aum ersten Male verfiffentliolit ], at , „ n d zmi r mit 
: ler -”L k ™ enMS (aiiOi’nieB ZJt 

m SMlm 

o\ A[> -L T m, b 16 ’ P- iJ W Amnerkung. 

-d 2 ; : Ljuz ™ «. don. 

falsch. ist. ’ ' felbattl ” unaI dflr * 2 5 ndigetoilto Wert in dor 


S. XXVJ) cntfijiracli, dor uber leiclit zn cinein strongen ausgebaut werden koimte, was 
n- ini wesi'iitUchen von Uulkk selbst gwchohon ist (vgl. S. XXX1I--XXXV11). Aufler- 
zoigte. Kur.KH in dor Ablmndinng -I I, daft die Reihen 


x 1 - 1 


15» ■ <jii 7 it 1 

mgpnulos n--2/,:-| I zn .V* in ndinnidcm Verhiiltnis 

/. _ tf afc + i 

"n- + i - 

n, nnrl zwnr isf. 

lie A’jfc gnn/.o Xnhlon sind: 

i>: Q r \ } -1, ]•;< o, -tit, = i38f>, ... 

mumf. dio 77, liirr-Kiuclio Znldon mid notzl noch ti x = 7-/ 3 - A‘ 5 = ...=-= (). Dio £ui,kh- 
i Xnlilon knnii mini hub don Kekiirsionst’ormoln 


\k , l 


(7-;-:- ])" -!• (77 — l)’» - 0 

Iinun, dio sink soforl nun dor orzmigondon Fmiklion 


(n ~ I, 2, H, ...) 


' iy J, ^y x * v 

ooh x ^ ' ' (2 v)] 


oji. j ) Dio ftoilion 


" 1 3» + l " + 7" ‘ 


m mig mit. don Koibon n„ ziiRiunmon, dn ott’enbar 


2 ” 


l 2” — 1 

Sn : -l n -!• i- nj S«, ,S '* ~ 2 « _ j 

*jH ist also nao.b (Hoiclmng (ii) von S. IX 

02A_ I 

u bofrachtot. in dor Aldmndlnng 41 (inclcni er sicli wogon dor s n auf don soobcu fost- 


I) Vgl. J3 130, Opera omnia In, insbesondoro j). 428; in E 41 kommon mn- dio glcich- 
dio lbnmouTiUHchnn nnd dio Euuniselieii Zaldon onUudtoncloii Roknrsionsformoln vor, von 
H. XXV dio Kodo ist.. 



• 1 n 1" 1 (— 3)" 1 5" 1 (—7)” 1 

zu Gruntle legt, aus der 

(“*■0 T 2" + l = ^2» + lj ^2n — 

i'oigt. 

Bei semen Uberlegimgeu, deren Ziel die Bestiminung dor rati 


(MO) 

(also schlieliliL'li 


(L = 


0!1) 


ist, gelit er davon aus, ilaB man dnrch die Koeffizienten eines Poly: 

1 + GiX + e a * B + c a a : 3 -f... 
mit den NuIIstellen &\ die Potenzstunmen 


>=•> *-2j. 

in bekannter Weise ausdriickt 1 ): 

(B4) Sj = — Cj , £ a = — Cj. — 2c a , jSg = — c 1 5', — ^ £, 

Euler nimmt dieses Verfnlmm each dnnn in Anspruch, ,yem, (32) < 
reilie ist, and schlieflt beispielsweise so; 


Die Funktion 


1 - smx ^ l _ 0 <o* 

810 « 1J sin « ' 3! sin a sTsiiTK ‘ " 


1 , ~ u u , re 

bat die NuIIstellen 2 ) 

2 ist ^' = , + 2^, , a ,.,, = *_ K + 2 „ Jt ( „ 


1 _ x , _ 

l!sin« t_ 3!sin« 5T7i7i^‘' 


-. 

Ann,e r ll;rk n 8 E ™:t” SS8OaC ' li0ht ° diGS01 ' "* 

2) sclireibfc in do,- Abhandlnng 41 node , fflr ^ A] 


I )] noli (34): 


] 


l 


l 


) •% 


ft 7T • - ft ’- 71 — Cl ' 2 71 U — 2 7t -j- ft din ft 

1 1 J , 1 I 

«“ ( 7 r - - «) 2 (% -\- ft) 2 (2 tt -\ ■ «) 3 ^ (— 2 jt -i* «) 2 


S' - 1 ! 1 ’ 1 1 J 

1 3 u 3 ‘ (n - ft) 3 1 (— k — ft) 3 ' (2%-|- ft) 3 ' (— 2:e-|-«) 3 sm" « 2 Hi 11 ft 


I 

sin 2 ft 
1 

.3 


Kiir I'inon spiileren Zwock Kclireibon wir die ersto diesor !'\>rmoln iiooIimkiIf, wolu-i 
ft (lurch m * omd-zen ( m, n scion piir/.i> Znlilon 0): 


11 j m » — m )t -|- m 2 11 — n> 2 >1 -I- >» 

n 

W'ciiu ft ■= ” gcsotzl wild, werdon die ro.o.liten Seilon der (lloiclunigen (33) rationale 
len; din Ilcilion (38) ahor fiir die S v {v — 1, ’2, 8,...) werdon gleich 
1.1 I 1 


V i" (- :<)■■ + V + (-If + -)- V “ < :,0 » • 


[ die. JAirmoln (34) liulori], wonn mini fiir S if >%, . . . diesa Worlo 2r/,, 2(/ a , 2 (A,, 

ud.y.t, .UokurBioiiKfonm'In fiir diose. Koottizicnlen, d. li. also (vgl. (31)) gemisohte Kcliiir 
lslbrnioln fiir die EuLKRsolien und dio HKltNOiiM.lRidicn Znlilon. I'hn.KK borcehnol dm 
Ion fill- n I, 2, 7. 

Tndoiri or ft-- * , «in « -; 1 mid « — sin « -- /3 wiililt, (in dot or weilore U.oi- 

|/-2 

, WlO 


7T - J — 1 1 I 1 I 1 

2 \/\> ~~ ~ l ~ :i r» 7 " ') ' " 11 


2x 
3]/ 3 


! -i ! 

.> 1 


H 


1 .; or licnierkt, dull dio ersto dicker lfoihou nioh nchon hoi Nkwton fimlot. 1 ) 
fiogen Sclilufl dcr Abhnndlung bcnutzl or mi Slollo von (37) don Aiiaut/ 


■r-yo-/,). 


dio Hoi lion s 2 *. nochmnls und 0 I 1110 Borufmig uuf iliroti ZuRnimnenhmig mil den / a(t 
2ft = 12) z.u Riiinniioren. 

l) Siolio In, S. 82, Amnorlcimg. 

.EosnAnui Kumuu Opom oinnin lio* Coiinnonlntionos onalytioao rl 




Die Kniilechung 


X 1 - 1 _ 

" (; 

Smite Ei;mck vor Dnicklognng* tier Ablisuulhing 4J in eiuem niclit inch] 
Danikl Bkrnoulu milgeteilt, der sic nn eciuen Valor Johann Jii 
Dicser fund dnniufhin, genmi wie Eulfr, initicis der Rciiie ftir die 
otTcutliclilc sic spider (oline Eilkr zu nemicn) ini vierten Bstnde sc 
In einem Briefe 2 ) teilto or Elt/kr sun 2. April 1737 seine Heiieitm 
gleielr/oitig Bedenken gegen eleven Beueiskiaft: man Iisilte vor allem h 
die Funktiou sin r keiuc imfigmiiron Nullslelleu but. Spater (imch dcin 
lumilliing 41) griir Danikl Bernoulli die Bewoisfillmmg El'llRS hoc 
dnu or oilcliirte, es sci gnuidsiit/.licli nichi orhiubt, mit Potenxreihen 

y.n rechnen; anf Eulkrs Wcisc konne man ebensogut lieweisen, dull ^ 
sd, .sondmi gleieli wemi S der Uinlhng, w, n dio Liingen dor gre 

Aclise irgeiidomer Ellipse siud. 4 ) 

Den ICinwilrfcn tmg Fiiler Rcchnung in den Abhnndlungen (5b i 
Koilicnfolgo abgefafli, in der umgekelirten abet- gcdruckt worden wind. 


t) Johann Bernoulli, Opens o»mia, t. 4, Lausnurtao ot tlonevno 174 

2) Vgl. dio selion S. XVIT orwiilinlo Abbiindlnng P. Staokels in Bai 

3) Corrcspondaucc math, d pkys. II, p. 477; vgl. aucU dio in dor vo 
minnto Abhandlung Staokkes In, S. 1C9. 

•1) Piillt niunlich dio grobo Acbso dor Ellipse in dio X-, dio kloino in 

ihro Bogordihigo, vora Pnnkt x = y ■ V “ 0 «b bis zu oinom willkihliohi 

so ftndct roan nach cinfaehftr Beclmung (hoi passendov Wnlil don Voi7.cnchcm> 
roilio von s: 


Dunn kann man nacb Euler so ivoiierschlioBon: Dio Funktion y:s hat d: 


os isf. atsn 


s 


1 


2 «i* , 

dn* S " 


H- 


v8 

2 


(v- 






6 n* 


and dahev 


giilu! von gun-/, vorscliicdcneu Seiten an und lmben fast nichts miteiniuider gamein. Y< 
ilii-Heu beidon entfilanden, uber nacli ilmcn verolTontlicht ist die. ebon fulls hicrlicr gehorij. 
Ahlmndlung 130. 1 ‘jIu* 'vir ilber dii-so drci Abhandlungon, doron judo in ilnvrArl bedcnlejj 
int, bericliten (und -/war in dor Heihenfolge 130, t>l, G3), geliun wir km/ anf dan Inha 
dor ilmon voranagehondon Abhandlung n:> cin, nowic aut' den einigcr .spiderer Abliandlungo 
(GI7, (142, 7-1B), die ebeiiHo wie 5;) vorzngswoiso dor Snminenfoniiel nnd nicbt don Keilio 
• s 'a>» gewidmot, Rind. 

Dio boiden Abhandhmgau A;") 


mid GJ7 


Melhodus series simnnundi nltcrius promolu 
lh: siinuualione .s w.riennu, in quibus Icnninorum sipna aUcrnunlnr 


(Opera omniit In, p. 12-1—137 and lm, p. 47—78), dio in oiuom Abatnnd von last. 40 .Jalirc 
am 17. September 1730 und am 22. Mebruar 1770 dor Petersburger Akarlotnio vorgolep 
warden Hind, dolmen die Suminonfnrmol anf etidlielio und unondlielio Roihcu mil abwoobsob 
don Vor/oielnm 


H *) /’(«) ~ /'(« -I- A) -i- f(a -i- 2 h) - f(a + 3 A) H- f(a -|- 4 A) - 

aus; vgl. dio Uorloitnng 8. X; Mumm gibf sio in dor im filnfton Abschnitt dioseR Bnricbl 
zu besprrulicmlen Ablmndlnng 302, wiihrond or in 50 nnd G17 gennu wie hoi der erste 
Sunmionronnol den TAVLOKsclum Lehrsatz bonnt/t. 

AuGerdom gi1)l. or in 55 nnd (1(7 noeh oino Sninnuniforme] odor vioUnelir oino Bn 
fonnmig fiir Potmizroilmn 

(■ |:! ) /'(0)-i-A:i)6 a -!-••• 

Mr ontwio.kidf. jedon Knolli'/jonton f(v) nacli Potonzoii vnn v: 


i\v )« a o) 


^°),+ 

1 21 




3! 


H- 


und orliiili (43) in dor Morin 

f(0)(H-S-1-&*•!••••) -1- -i-... H . 

(43a) 

/*(<>) . rm ,r(o)a a + s) r(o)(^-i--^H-i), 

' l~$ 1 (J-£) a ' h 21(l-i) a h 3!(1 —€) 4 


Oiofio Utnforinung von (43) IkL richtig, wenn f(v) oino gan/c rationale odor oino noch gc 
wisson 1'linsobrlinkungen goniigendo gnnze (rans/.endente luinktion isl; ok orgibt Rich dam 
anf dor rcchlen Soito von (43a) oino gauze Munktion von -—g. Euu-nt fflgt anf dor recldei 
Scitc von (43a) noch itberdliRsiger Wciso + Const, liinzu. 

Die .Sunmiouformel, dio Di/lkk fiir (42) gowiunt, stimmt untor Woglassuug des Kestgliede 

mit (2 a) S. X ilberoin. M(lr dio auftrolondon mit don BEiiNOunuschen Zahlen venvnndto) 

d* 





ill’ll Endwert ft - oo tc'/ieht, mid inRt das Weggitomm hi mm, mrl.l nul.rr 
Kouslante znsanuneu, die miuicUiuat nlme rechtfi Begriindinig S^cli N'nll 

^ fUulet or z. li. 1 ) in dec vorhin erwiilmten, im 'ilirifiim itlmr i-rst «| 

^mdienden Abhnmllun^ 352 im Knlle f(a h vh) = (" -I- v*)"* 


«• - - (« -i- /if + (« + 2 A ) ,rt - (« - 1 ‘ 3 A )“ 1 *•* 

n’“ lS 2 h (2 s - 1) hi 'i” 1 " 1 ?i 4 A 3 (2* - -1) *« (»» — 1) (»» ■ - ■ 2) a’" 

' «> ‘ " ' ‘)"i -I I 


?/ n A 5 t- >0 — " 1)( M ’ — “)( i " — 3)fm — -IJn '' 1 ” 3 _ _ t _ ^ i 

" .. c: ‘ ' ‘ ’ »« -I 


mill ilaniiii file n 0, h I 

.|. \) ,n _••• l' :l 


1 

m -|-1 


0 


ill tiljereiiistiniimmg mit (10) S. XIJI trotz dur Fragwilidigltcil. dec curnlidimidc 
Die AMiaudlung 042 vom 18. Miirz 177G 


J)c singnlari rntione differentinndi ct inlegrandi, qtuw in summix srrimnn 


(Optra mnin Tie, p. 122—138) oiitliiilf. niclits grundniit'/licli Nunes. Kh 
sclion anl' S. XXI diesec Dbcrsdeht crwiiluiten Polynnme (n -| l) 11 '" 
Oleichung 


<lfpn+\ (a) 
dx 


n tp n (x\ 


ivied gey 
finidrs 


genilgen. (Jakoh JiKRNOfLiJ, don Eulku nuch bier niclit onviilmt, !mt dioso (He 
ausdrUcklicIi aufgestelU.) Dunn ivird noch i'onnnl gozoigl, wiu iuih dec Slum, 
die Fmiklion f(x) die Smnmenfonncln t’iir die lAinktioiion f'(x) imd f f(.v)ih; 
Die Abhandhing 74G cndlicli vom 13. jVIticz 1780 

Mclhadus sued net a summas serierum infinitaru m per formulas difjcrcnlialcs h 

(Opera omnia lie*, p. 200—213) gibt einon Oborblick ilber Eui,khs frllhero Me 
siclitlieli seiner Summenformel in ihcon, Zusiumnenhang mil den Dkrnoiilu 
mid den Rcihensummen 5 2 j... 

Nuuuichr bespvechen wiv die sclion S. XXVI/XXVJI hecvocgeliobenei, A 
130, 01, 03, die zu Eiders ivichtigston iilioc die Roilion s n gehbvo.u. 


0 K 352, § 7; Opera omnia Its, p. 76. 




(Ujicra omnia In, |>. '107—102) bildot eino Fortsel/.ung' uml Kigaii/iing iler bosjirochem. 1 
Ablmndhiug 41, dm- gogunUbov sio y.war mobt hiusichtlieli dcr Slvouge, wold aljov im l’o 
■union mid in dor Dnrslolluiig oinen orhcblicliun Kortscliritt bednutd. 

I'jUI.kk geld wiodor mis vim dor ullgoincincu filoiclimig (vgl. (142)) 


(•14) 


-| c 2 |- c 3 .?; 3 -i- 



imd von dein hosoiulnron l«'allo (147) mif. don dorl damns gezogenen Folgerungen, bcnicrl- 
nboi- dunn folgomles: Wcnn ditf Funklion (44) mit f(x) bmiclmel mid /’'(.r) : f(:c) in eii: 
Fotoir/.riuho onfwiekolt wivd: 


ko ini 
(40) 


/■(• r ) i * - 


/«0 - 1 - * i * - I - ***** -1 



1 


(« - o, ], l>, :j. 


Wiudov wird win in W4I din Anwcmhmg m\f /'(a) l — sin x : sin a odor, via os hui 
logiiritliiniHidum Dill'ornnlinlion anf oinen konstanton Faktor nicliL unkommf, 
f(x) ■ - win x — sin « 


(47) 


r(x) _ OD 3 ./' 

f(x) sin x — sin ft 


do 

m 


goumidil. Dio Niil!nl.Hlim .a; dew Nonnors siml bektuml, vgl. (4<>). Fitr a---- 0, ,r r «* 0, ~ : 
;1; Vn, ... orgibt sicli ibm so mis (47) die Fartialbrucliroilio dor Funktion col# 1 ), filr x — 

1 JI 

dagugon din FiirUidbruoliroibo (148) filr und Itlr ft — £ orliiUL l'lui.KU 



cos ;i: 

- sin x 



1 

■\V+i 

71 


J 


4 v 4 " •* 

a -(- • 71 



I) Daniil bounlwurlol sicli diu von 1'. Stacjkki. in dor S. XVH uiigofilhvlon Abhmnlhin 
(Opera omnia In, S. 172) nufgoworfoiio Frnge, wo sich diesor nnf loganilnuisdior DilTcunitiiilio 
bmulii'mlo llmvds -/wu-rL gnilvndcl fimlo. Brioflich lialto ilm Nikoi.auk Bkiwoui.i.i mu JB.Juli 174 
mi Fount initgoloilt (Cnncxpomhoicc moth, el phys. pnbhtc par 1\ H. Fust, St. I’otondionrg 184! 
t. TI, p. OSH) • ilio Ablmmlbmg 130, dio don obigon von dom N. Bkiwoui.ua nur nnbcdmitcii 
nlnvoiolnmdon limmitschon Bowois ontbiilt, war damals sdion goseln'iol.on, nber nodi nicht godmek 



vomit die Forniehi {‘10) von S. XXV wkdergevontiai siml, sobald die 
knnnt Bind. FUr diese nbcr ergebem sicl> die linemen, sehon nus E 4 
aiousfornielii (vgl. (34)) nus dtr Identilfit 




H- 


3! 


+ - 




wiihrend die Dilterenliidgleicliung 
(49) 


f/.s J 
(I a; 2 


iler diy punhtion s — tg^,- ^ gemlgt, Ueburaiousl annul n Hctevt, we 

v.weiten Crude ontlialten. 

Dnrch Umformung uml Verallgeimihuiriing iler geliimlenen Partin' 
os En.r.u leiditj die achf Ueilien (Opera omnia In, 8. 424) 


(nO) 






-- 1 — 



_i 

0"'+ {2v) 2 ’ 



(2 a — 1) 


y 

2 ) ' i , 


(lurch Irigoitomctrisolio mid Exponcntialfiiiiktionai zu sumniioren. 

Nnchdein er boispielsweise f'iir die ersto dioser Roilien die Simimo 

_ ±- 

2 a: 3 2 sf ig n v 

gcfiniden Vat, gewinnt ci die (mit (—1) muUipliziorte) dritte, imloni er 

_1_jt(c a "*-bl)_ 

2/- jjafe 2 "* — 1) ‘ 

Dies iat die frilliesto Sidle, wain man den Tag dev Mittoikmg in der - 
don des Dinahs als entscheidond ansieht, wo durtli Vormittlung dos 
saimnenhinig zwischcn dor Exponentialfunktion niid den (rigonomctiiseli 
vgl. S. XXXV dieses Berichts. 

Ohersichtlich mid verbalfmsmiiflig vollstiimlig wordon die Poten 
RKKNOIT/Usclien und die EuMiRsehon Znlilen enthnlton, ini Znsanimenlif 


bruelireihon fiir die niimlichen Fnnktionon auoli in dor Introducfio ziisamniongestullt (Ojm 
u»t»ia Ik), die 1748, also zwischen dor Mitieilung (1749) und dcr Drucklegung (1750) vu 
140 orscbieneu isi. 

Ini tlbrigon entliiilt dicse Ablmmllinig miller deni solum Bericldoten nocli nmncln 
BemcrkenHweiie: /. B. erzengendc Funklion mid Kekursiousformeln lfiv din Kim.ich selu 
Zalden oluic Verbindmig mil don BnHNOUU.JncIien, 1 ) Fenior ei-kouid Fulkij, dull din Kooil 
zienten, die bei seiner .Summenforinol auftrelen, die niimlielieii sind wic dio, die bei d< 
Boreelmung dor Rcihcnsummcu s 2k sich ergeben, olme froilioh /u beinorlccn, dal) die: 
KoeHmouluu hcUoii hoi .Takou Bkhnoulu vovkommen; sodium gibl or fur diese BuknouU. 
solion Ziddon die erzengendc Fnnklion 

:m, die siob nur ini Vurzoielieu von von dor jotzl gowiilmlieh venveiideten Fimktinu mile 
Hohoidel, und uus dor sick dio linouron Rekursionsformuln fiir die Bl-junouijjscIicii Zaldi' 
fvgk (1(1), S. XXI) hosnudei-H eitifucb ergeben. Au« dor DilVuienUalgloicliiuig, dev ,s- goniigt., 

( 52 ) ~ ^ — .v - se -\- .s ’ 4 -- (I 

dz 

gitwiunl or UeknrsionBlbrnieln, die von dor zweilen Ordnung in den Bkunoii.i.ihcIu 
Z ulilon sind. 

N’uelulein Fi t.KU dor gnd)i> Mrfulg bei dor Suinmulioii dor Uoibeii 






1 

•ik 


boseliteden war, imiDlen ilin iinoli die Roilion 

VJ. J 

,S 3* I 1 .Jtk + l 

1 1 

reizen. Fr boroolinelc in dor Abliundlnng 140 deren IVorto. bis k = 5 zimaclisl zidiloniniill 
und bildeto die VerliitUnisztditen dor Roiliousuiumon zu n 2k ll t woboi sieli koine fils ration 
erkonnburo Worlu orguben. Dunn vermicide FulJsK den Roilion iu.sbesonderu d 

lleilio .s'., odor viidmchr (was uuf dassolbo liiiuuiidiinfl) dor Hoilio 

_ l l _ 1 1 _ 

2 3 ' 1 '4 3 -I 3 + 5* 


dureli Umfonming bcizuk-omnien. Wenn or die Veilblgung dieses Ziolos uur.lt nelilieJJlii 


L) Vgl. dio Aimierkmig mil' S. XXJIf. 


imfgab (mich lccin spiiteror Mnthenmtiker hat es eneiclit Irotz vieler geuuuditer B 
so ist in I'jUleks vergeldiclieu Ycrsueben dock so viol von einem hohen Forsc 
Imlteu, dull die diesen Versnchen gewidmeten let'/ten Seilen der Aldmndlung i 
S. d-lO —4G2) mich hoide imeh lesbar bleibcn. Es linden Bich dort u. a. mud 
noth um'ollkominenen Ansiitze flir die Finiktkumlgleiohiiug tier 14 ikmann« c*lien 5 
die drum spider in den noch an envtilmondeu Abhamlkingen .‘152 mid 432 1 ) 
iveiter geJ'iihri warden; so gild Elxku a. B. Formula wio diese 


1-2 H-:i -4 + ...- 

i-'J 3 * -f ;j 3 —i 3 -i- •" •-= 

I — 2 5 -I- 3 B - 4 & H- 


1 _ 2 • 1 
4 7T a 




.1 2 - 3 J 

s " ' V 


1 + ill + 5- + 





Audi spiitcr hut JiuLKit mit Aut'wand von viol Millie urn! ScdiarlHimi vei 
Biicht, die Zalilenwoite der lleihen Sai n xu klarcn, iusbesomlcre in den soobci 
Ablmndhmgtm 352 mill 432, die wold dieaein Versneh ilm; Fntstelnmg verdanl 
Den lSimviinden, die gegeu die Ablmndlimg 41 erlioben wordon warm m 
gegeu die soeben bosprodioiio Abhnndlnng 130 in Kraft bleibcn, begogneto 
Erfolg in dor Abliandlnng (it 

I)c summis scricrum reciprocation ex 2>o(calaiibHa numcrorttm naiumlium orluna 
allera , in qua cacdcm smnmadoncs cx fonic maxima diverso dcrivanhu 

(Opera omnia Ju, ji. 138—155), die er zugleiid) mit soclis (uidorcn Arbeiten ( Id 
U2, 83, 284) urn 1>. September 1742 dor Berliner Aluulemie vorlegtc. 2 ) 

Bci der Iidudfsnngabo dieser AbhnmUong Gl intlsson wir, um den Znsamn 
Bewcise lieiaustellen, aneh auf den Inhalt dor soebon gcimuulcn Abliftiidlungeu 
eingehen, sowie auf den der frilber ontstnmleiion, fiber erst BpiUer, 1748, der ] 
Akftdemic vorgelegten and 1750 gedrnelcten AbhaiuUnng 1G2. Dicse drei A1 
59, UO, 102 

1) Opera imnmi Jis. p. 70 und 181. 

2) Et.’i.fai, der ira Juni 1727 oiiion Mount vor VoUoiwlmig seines 20. Lobcm 

UnBlaml goliommon war, war nach lljiilirigom Aiifonthalt im Juni 1741 imch I! 

brochou, von wo or nfioh 25 Jabren (ini Juni 17GG) wieder nacli Potorsburg zmdek 

lebie er nodi bis mm 7. September 1783. 




Theorcmata circa rrductiannn forimdariim iulegraliuw ad quadra! nram circuit. 

Ik invcuHoiic inlegralium, si post inlegratianem vuriubili quantitali 
delcnninatus valor Iribuatar, 

Mclhodus hitegrandi formulas differentiates rationales uuicain mriulnlcm ineotvonles 


erSflmm den Rami 1 1 ? (p. 1- -3d, 3f>—09, 70—148). 

Die Ablinndlung 09 kniipl't un 41 mid 180 im: Ennuu orkciiiil, dull mini die reed 
SoiLu dor Fonnel (89) von S. XXV auch erhiilt, wemi limn 


(08) 


x 


r _j. ,,•*> - IB - 1 
1 -h .c" 


naelt Polen/en von x onlwiekclt mid die enlslandono lloilie gliodweiso zwisclion den (i*rcn/. 
■V ~ 0 nnd r — l integriort: 

i 

V" 1 -i-r” 7T J 

— • - d:e —- 
l -|- a;” n • ’«* 

1 Sill 

u 

Diesev nioiolinng rl.ollt or in ]!l 09 noeli cine zweilo iilmliclie an die Suite: 



( 00 ) 


/V" “ 1 

J 1 ~ X n 


- in -1 




n , m n 
col 

ii n 


die er mil; den iiiiinliclioi C'burlegimgen wic (04) ubleiLet: or geld (vgl. S. XXIV (90), (91 
von dor Oloiclumg 


(0(i) 


. . d»l « X 2 ;id col ft it 1 ,i. r ’ enf u 

cos x — col a sm x -- 1 • - -- -I- .4- — 

2! 1 3! -1! ;,! 


i: 




l - 1 - ~ Ml 

ft *|- 7T/ \ ft — 7t/ \ ft -|* 2 %. 


- .* ). 
« — 2 nJ 


ans und gowimil dnrch Vorgleiehung' dor Kooi'liziejiton von x mil' bidden Scdf-ou dio Pnrlii 
brnelnoilie 1 ) 


(57) 


roi. u 


3 


J 


J 


1 


or -\- jc ft — n « -|- 2 n » — 2 ■ 


J) Oonau so vorflilirl auch JOm.iat in dor Jnlroduclio ; im Grumln isL diosor Uinvois v< 
dom auf logavilhnusehor Din'oronliatiun dor Sinusfunklion boriiliondoii Jiicht nllznschr ver.scliiedn 
domi dor tlhorgnng von (CO) /.u (f;7) goschiohl (.lurch 


,. / . v 1 Bill (ft — ,1?)— 6111ft 1 ll Bill ft 

Jim (cos x — col r< mu x — I) —• Jim -: - ~ — . - • • •• 

*->0 X z-tU * 3111 ft 6111 if a« 

T,i:onhaim)i I'hiuuu Opom omnia lio* Cnmnionlaliones atialylicuo i 



♦lie fill - « ~ 


111 It 

n 


in folgendc iibergolit: 


(58) 


tt )ii7t ill :i i 

cot = - ~|-- - - --- • 

n a m ni-j-n »i — /i >n-\-*2n hi — 'An 


Hii-raus folgt (55) vide (54) ans (39). 

Den bier inilgcfeitteu Ansatz (50) fur die Glcichuug (57) liutto Euleii sohoi 
Abhundlung 130 gcmacht, dort aber nirht writer vorfolgt, da i>r dort das auf 
miselie Differentiation dcr Siuusfunktion hinnuslaufeiule Vcrfulircn bevor/.ugte. 

Die gewoiwenen Kortneln (04), (00) mnflten Euler zum Versnch oilier zwe 
leitnng niittris unbesliinmter Integration uml EinsL’t/.en dor Grenzen reizen; dazu 
er ilio Xidlslellen der Kniiktionen a n I. Dior sotzt Abbamllung Jt>2 oin, in dor < 
nomo x n d: u n (und allgeineinero) in ilire Paktoreu und die mtionnlen Funktionen 

(09) * . 

1 ± x n 

in Partialhriiclie /.erlcgt werdon, womuf nnbestiimul integriert winl. Die Worte 
fiUmmtcn Tntegrnlo mil. den Grenzcn 0 uml 1, d. Ii. dio Kormuhi (04), (55), werdon 
E GO fiugegebcn. 

In dor mis bcscliiiftigemlen Abliiindlmig 61 des Bandes In bemitzt die J 

der Nullstellen des Polynoms urn die Fnnktion 


(GO) 



V ■ -i Y* 
n J 


(deren Ciind >n fltr nngmdea n glcirii u — l, fiir gemdes n gloicli « —2 ist), uls 
reeller Fnktoron zweiten Grades dnrzustollen: 


(61) 


11 


O-S-O + S) 


COS 


COS 


*2 v ■n 


i' n 
n 


mid erbalt dann (lurch den Grenzttborgung «->co 


(41) 


sin x 
x 


no-*) 


Bei Gelcgenhoit dieser Ablritimg des Smufl-Prodnlrios 1 ), die olmc Scliwierigko 
streng gemacht warden lcnnii, Imt Elxrr zum ersteu Male die beriilimten uadi 


1) Im uouiLton Kapitol der Iniroductio (Is, p. 103) wordon uuf dio nlimliche Art i 
iirumdlicbon Produkto fill- e* — Lc x — <r* eos a- u. a. hergoloitot. 


murnten Fonneln 

— e~ xi i u c~ xi 

(02) Hill .( -- 0 , cos x -■ o 

VLiOll'enlliclit; znvor ImUe er an Uhk. (Ioumiach in y.wei Briofen vom !). Dczomber IT- 
nml vom 8. Mai 1742 in utwas amlercr I’onn glcidibedcutomk’ l , ’orniulu mitgofoiH. 1 ) 

Nachdom Eulkk in E 01 mil' die angcgcbene Weise die llerlnitmig des Sinnsjirodiikt 
mid diunit die tier Reihenwerte in Ordnmig gobroeltt hatte, filgtc er don in tier Uln 
schrii't dicscr Abluuullung angezoigten zweUen Beweis f'Ur den ZiiBinntnonlmng dioser Ruilie 
wcrto mit 7t- k an. 2 ) 15 r geht dabei von den flloicliungou (f>5) mis nml setzt vorm 
dnfi aio auf dcm Wage i\ber das unbesthmnte Integral gewonncu warden. Znnilclist bcmer 
er, dafi aus Stetigkeitsgnhiden ana Union die fill- jodes a (nicht mir i'ilr s — ,,f , win z 
niichst gczeigi wordon war) rieldigcn (’Uoiehnngan tblgeii: 




1 1 

i 

1 

i 

3 

l 

(00) 

sill 7tS' 

s + l- s 

)■“ l-l -s 

" 2 "-j 

_l ' 2 + t 

; + y _ ~ 

" 0-|- 



t 1 

1 

i 

i 

J 

3 

(<M) 

7C not ,TS — 

.S' T— "s 

;-'v +s - 

2 - , i 

i " h a H- 

; 0 — s ' 



Durcli f'ortgcsetzto Differentiation dieser (ileichungi’ii nml Einsctzen <les Wert 
a ^ findet Euimit die sihiitlidicn Wcrte x ik} u %kil (vgl. S. XXV (08)). Bo licibrt z. 11. < 
durcli Differentiation aus ((M) entsfdionde Olcicliung 


((15) 


— 7C* 

,2 


sur 7t >■ 


J 1 l 1 1 1 

s a * h (1 -M) a ''' (2 — .s) 2 


f'ilr .s-— — die Uoiluuismmne 


1 i 
l 2 ''' :i a 


+ r ,+ 


j 

7 * 


( 6 ( 1 ) 


Nodi vide andcro Roilnm warden durdt Rinsetzen bosoinlorer Werte Kir >• munmieil, z. 

1 


7T- _ . 3 3 

8 y' 2 ~~ 11 3 ~ o a 


1 

Iff 


3_3 

13 2 111* 


dieso Reilie crhlilt man, wcnn man (60) differcnziert nnd dann s — t oinsctzt. 


3) Vgl. die Aiimorlaingon zu fu, S. 142 nnd Js, S. 147, wio aueh S. XXX dor voiliugond 
‘Oborsiclit. 

2) Bor zwoito llowois stimmt ullerilings auf somoni lolzton Btilclc mit deni orslon ubero 
da beido dio Partialbvueliroiben ttir die tngononu4risobfin Vnuktionon vorvvendoa. Abor die gr 
muio Abloitung diosor Pnrlialbrncliroilieii rochtfortigt os, von oinor zwoiton Horloihmg dm-Roil 
i- 2 fc zu sprodion. 


o 






Demonstration th la somnw do velte snuv 
1 ■ ! + ■!;. -I- ;?v -i- I + etc. 


1 + 7 + h 


us ■ ur> ' no 

owi«w Im, i*. 177-18fi). Sie ist im Jahre 1743, also (Yiiher nls (W ra4uc 
/.war in tlein von Eur.Kk sonst me m Yeruffentliclnmgen IwnuUUm Jannud lilcrtti, 
mim, tie Suisse vt tin AW 1 ), mul wimle, imtlulem sic lunge versclifillen win, c 
von I’auj, SrACKKL vieder mis Lie-lit gezugen; vgl. ilessen in Im, S. mij—17(.» w 
gtdruelden Eim’iihnnigsflul'sat'/. Sie uitliiilt fiir den Sumim-invert dm- in der \>. 
geimmilen lk-ilic zwei ueue Abloitungen (also die ilvitte mul vierte minever Aul 

doeli gliickte es uiclit, das hemitxlu Sumiiiievmigsveri'fthren nut' die Keilieu )j , A: 

; : >1 aiiszudehnen. EuhV.n ist auf (lie Bowe.ise dieser Albeit spider nieumls nudu 
gekoiiunoii, wiihrend er seine amlereo Deweise liir die Glcichungeu 5p n ~ c'zn - f2 " 
maliger Wiedorholiing verdflentlielite. In dor Ablinndlung 03 gelit lOrLicn «ns von dor < 




tlx 


0 ' o 

Er setzt x - 1 unci integriert reclits gliecliveise, so findul. er seinen drillcn liowe 
Uleichung 


^ ? J a + 


Der (bum folgeiule vierte Bewcis ist dem Britten iihnlieh: Euu'.U I idiot mil div 
tier inibestimmten Kocffkicnten die Reilic 2 ) 


(G8) 


1 , . , 0 a 2 2 x* 2 • .1 *° 2 • I. U ,i 8 

- (nresm .t) 2 — —[— -j. 

2 v “ ’ 2 3 •! 3 • 5 G 3 • 5 • 7 8 ’ 


als Losnng der Differeuthilgleichmig 

(«9j 




tlx 


]) Die Abhaudlung G3 nud dio in don Mdmoircs tic I'actuUmic tics scienres dr. 
schieueno Abhaudlung 352 (lie, p. 70) sirid dio cinzigon dor Ihindo Ih-io*, dio in fn 
Spraebo nbgefnBt sind; alio andcron sind latoiniseb gesclmobou. Dieso boidon sirnl (inch 
mil dor Abhaudlung 01, dio in don Miscellanea Berollncnsia onsuliionon isl, dio ein 
niclit in Polovsburg gedruckt wordou sind. 

2) Ober dio Entdeclumgsgcschichto diesor Reihe sioho In, S. 1G5. 


all. Aus (l>8) folgt- (limit 


(70) 


,r 

(ul’CHili r ) 3 ■ -* f i' -|- 1 _L " ^ r 


mid mi(“h gliodwoisor 1 nto/»rafion fiir x — I : 


_ 11 ( 1 , 1 1 i \ 

•I H ’ o \2 a 4 2 ^ O 2 ^ 8 a ” / ’ 


i; 1 + ■! + n + /(] + 


Hrn Sc.lilult dor AMmndlung (i;i bildot oino ZiiKiimmenslplhiiig dor Hfihensumnii 
bis w ■- = Jwoboi in dun J<ViI{torn/i a 2n l ) <Jio Beiin'OULLIscIich Zahlen eigo; 
ul)g('K|mlli*ii wordon, nbnr. dab diopo Ilozoiehnnng und oin llinwris aitf Jakoh Bjminoijt. 
vnrkiimmt. 


Ks lingl. nnhi! /n fnigen, oh os anBor don erwiilinteu Euu;l<sehen Beweinen tin* d 

jj-a 

(iloieliniig n 2(5 nml 1'iir die nllgemoinoro tiiunnml.ioii dor Hoihen s 2fc nodi ftndere gil 
Du ml. '/.iiniioliKi. /,n bomerkon, dull man din (loilienworle ,v 2 *. sohr leie.ht gowinnt, worn nir 
dii* Hkunoi; 1 /Usobon Polynome (.sioliu 8. XXI (lit)) ini Intfiivall (0,1) durcli trigonomctriscl 
Koibon darfdolU. Audi dicser A limit/ gclit in scinem cinfncliston Fidlo ant' Ei:ler ziirdel 
siobo die A bbandlung oof), I is, imdiosoiide.rn S. *M0. 3 ) VVegon dor Ein/.ollieiten dieser Able 
lung dor Kidlioinvorto s 2b dm 1* iml' dir bohrbUeber, B. anf K. Knoi’I’, Thcorie und Ai 
wnufnng iter um.ndlichvn luihen, Leipzig 1022, S. 802 voiwicscn wordon. lm gloielicn Duel 
iS. 209 limlol nmn noo.ii einim woiforoii Bowois (don seehston misercr Ziihlung) fiir d 


-ji i 

('loioluing n 2 . ; ). . Oil! Weilm /] ^ wird niittols dor „MAKKOl''l' , schen Transformation^ i 


in dio Iteilm vorwimdell; das int aber dns tiechstnclie dossen. was sieh ci-frili 

(‘j »)! ’ j « 


wonii mail in dor Koilie. (OH) I'iir (nivsin ,r) 2 fiir % den Werl * eiusotzt, wodurch nm 



Almlich wio din S. XXVII goiminiton Ahliandlungon 55, G17, 042, 740, dio. sich liaup 
siio.lilicli mil dor ftiumnonformo) bo.HcliiifMgon, bodouton die in diosor ersten Gruppe noch ■/ 


J) Wonn Kumni am tfnlduli dor Ahliandlung 63 sngt, or halm boroita zwoi vorschiodoi 
Mnlhodon /.nr Uoroclmung diosor Falctovon gogohon, so moint er awnifcllos dio boidon Rokursion 
Idniioln, von doiiisn 8. XXXI dio Undo war; dio StackkmcIiq Armidmio Im, p. 1G8, Aiimorknu, 
dllrflo niolit •/utroll'on. 

2) Vgl. auoh S. 14IV diosos Itoriolits. 


| n ,], r ;nn 18. August 1708 .lor Petersburger Aluidemie vm-gcloglon M.lui' 
Do snmniis scrimnn maucros Ih.nsnuu.rAMis ini'ohcnhnm 
{Op, in o»lain h h p. 91-130) wird uochnmls tier Zusnnnnenhnng zwmdu-n tier I 

Hnmnieufunnel und der Sumirmtiou tier Iteiben bcrgcstellt dm eh 

i 

tier liKKNOLU.lKclien Ziihlon, did bis /? 3 , ftiigegeben wenlni (lie, p* 98) 1 ); him 
cmllicli in Titcl und Text mif d.wcon Bernoulli liingcwiesen. Sonst cnUmll < 
Imig meist Wiederbolungen. So werden t. Jh nusgohoud von dor Funnel 2 ) 

i 

(71) j 


fiir die Iteihensmnmen s 3 , s 3 , 
(72) 


Integraldiirstelhmgen nngogeben: 
] 


•*’»» +1 — 


/’(In 

n I ,/ 1 — z 


dz 


0 

uwl eufsprceheml fiir die Toilsuimnen 


(73) 


Sm.n ~ l + 


+ 


P- 

(n-iy.J I — 


(hi zy-hh. 


Euler bcuutzfc die reebte Scite dieser Formal, mn S in , n aueh fill* niclil gimz/i 
definieren, was insbosondere fiir m — •* , 'l , , ... zn einfnehun Ergnlmissmi 

4 * 4 

win! die EuLKKsclie Konstanto uochimds bereclinet. 

In der am 2. Oktobor 1775 der Petersburger Aktidemio vorgelogten, aho 
Eulers Todo 1785 in den Optiscula anahjlica verdffentlichten Ablinndlung 507 

Dc seriebus polcsiatuni rcciprocis nicthodo nova ct facil/inut summand 
(Opera omnia Iis, p. 70)—722) wiederholfc Euler den Inlialt frillunor Ablmnd 


1) Vorlior acbon Instilulioiics calculi diffcrcntialis, 1‘ctropoli J7M, parlh s poslc 
Opera omnia Iio, p. 33 9. 

2) Euler leitot sio mittels teilweiser Integration ab; noeli einftiehor gowimit 
F.ulek an anderev Stollo (E 463, h) zoigt, durcb Differentiation nac-li w anf boidf 


Gloichuug J x 


dx = - 
m 


von 01. Jin Gcgensntz yu dor in dor Cbersclirift auxgcsjnochoiieu Moimmg Eum.’KS 
c Ablnmdlung f>97 wedor stoiflich nocb binsiclitlioh dcs lloweifiveilahrons ot\va« 
e lir>, S. 712 stclmnde Tufcl dor rntioniilon Znldon t/ 2ll — $ 2 n: re 2 ” bis n ■ • 17 stolit 
E iHW, mid dit> :nn Scblnsso dor Abbandhmg 597 mitgotoiltp, mif 25—28 Stollon 
Vfol dcr YVcrto ^ j } |, war schon in der Abhandlung 128 (vg|. 8. 1,VII) vcrdHent' 
Ion. 

lor am v). October 1770 vorgologU'n Ahlinndlung 00d 

Kwcitalio analytica 

'inia Ini, ]>. 205—240) wird gozeigt, did! man don VVog, dor von dcr Produltl- 
g dor KoHimiafimHion zu don Roihomvorion ,<? 2 »» flllirt, aucdi in uingnkelirtor Rich- 
icklogon kann, m. a. VV. dafl man jenos Prndukl nbloii.cn kilim, imlem man von 
nderweitig bokanni. vorausgcKotzi.cn Roihomv'ortcn s 2n aiisgcbt. 


II. INTERPOLATION. DIE GAMMAEUNKTION 
DIE EULERSCHE KONSTANTE 


Dio den ersU‘ti dcr vioi Bande. iibor dio hier bmiclit.ct wird, ordllnoudo 
Dr pmgrcsswn/ints tninscciubitihns , sat qunrum termini generates algebraicr. 

{Opera omnia In, p. 1—24), die am 28. November 1729 der Petersburger 
gelegt wurde, zeichnet sich in ghuclior W'eisc tins durch dio Bodoutuiig ihrej 
wie durcli den Schnrfblick, Erfindimgsgeist uml Keimtnisreiclitum dos dnmi 
Verfassers. Es handelt sich dnmm, einc lumHion der reellen Veritudcrlicho 
die ftlr positiv gtinzzahligcs x - 1, L>, 8, -1, ... die Wortc des nllgemoine 
Wallis scheii „scrics hjpcrgcomclrica' 1 

(0 I -i- (-2+ (-2-:i -1- 1.2-H--1 -1- etc. 

aimimmt, d. h. die deni zuniichst liur fiir positive gfinzzahligc x dolini 
1 • 2 • 8 • ■ • .r niudi fiir nrnlero x fiuen Sinn gibi. 1 ) Dieso Ennktion Imt I'll 


1) Dm Fnigeslellung von K 19 lint mil dor „UoiUo“ ( 1 ) niclils zu lun; wi 
in H) statt dor -f Zoiolion Kominata soD.ou mid von dor „l'\>lg<r‘ 

t 1 ') i, 1*2, 1-2.3, ... 


sprochen; aucli in K 189 (I H , p. 466) ht boispiolswoiso von der Uoilm 1 -|. 2 
die Rede, wo nncli lieutigem Spnicligebraurh die Edge 1, 2, 3, 4, ... gmneint 
stellon froiliph bedeiitet hoi Km,on aeries hypcrgcomcfricu whklich dio Reilio 

0 8° 0 )) oder die Koiho init niternicvomlon Glicdorn 1 — 1 -(- 2_ti -|- _ 

>■' 2-17, III, |). 594), will]rend iviedor an andero,, Stollon dio Folgo ft’) („]„ 
+ Zoiclicn) als „scrics Iti/fcrj/comctrica" bewiclmct. wird (a. J3. R 5 <M I„ ,, aj 
llenoiraung sfa tt j; j Ui t) 114 ^ ’ 

Eui.K.n war sieh selbstvarsMial, klar dnrilbcr, dad o S sic], boi do,, droi, 
unend ,ebon loihen ProdnWo „nd KoUonbriicho „u Grande m,r vorsebiedon 
mom Indian I.olgc bandolt, u-oun man and, don golcgontlicho,, Golmiucli doe VV 
m dicsem bmno (mo obon) nocl, mcl.t als oi„o aligned ,10 Hognllsbostimmnng „ 


spiileren Arbeit (K -121, Opera omnia In, p. B-l ]) mit [x] be/.oiclmet 1 ), uml an die 
Zcichen wollou wir mjs, wic cs aucli in dev Qbersieht fiber die Bihule 17, 18, 19 dor orsl 
Scrio gosc.ludien ist (Opera omnia Iiu, p. LX--L\'V), im folgcmlcn lmlten. 

Humors Krgolmis ist 


(*) 




^-•‘(H-1)» 
1' -f- x 


os nmriit, keiiie Millie /.u /eigen, dttB das Reziprokc diesor PLinktion [a;] idonl.isidi ist i 
der Wuu-iKSTUASSHoliou gan/en Eimklion 


Fr.h;.}- |) (l I- 

wo 


id) 


y — lim 

J 


I 

i) 



die sog. „Kulkh kcIiq Koiistimto" ist. 2 ) 

In der Ablmmllmig 19 gild; KuuiR mich die (Car xSO giiltigc Integmldtirstolhiiig) 

(4 1 M"/( | " 

(1 

tninsfoi-miort liilnlig nine in dor Form oiucs jonnr droi Algoritfimon gegobono Iconvorgentn l-’ol 
fat fat fat - - - ”t eino dor Imidnn nndnnm Formni, ■/,. B. oiinm KoltonbnHili in oino lloiliu. V: 
-/. 11. S. (J dieses Bericlds. 

J) In dor Ablinndlmig 19 Icomml. fill- diono Fmiktion ilborlmupl koiu Zoichen vnr, os wi 
nnr vom „(cn)iiuus, cuius index csl x“ gosproebon. Sonst scliroibt Emma iiuoli J • 2 • 3 • • • 
statt J.rvJ (/,. B. in dev (jbersclirifl von K BOH; Opera omnin 1.11) odor .d: a (in H Soil and M 3G 
odor rp'.x (in K 7(58); fill- oino olwns allgmnoincro Funk lion sehrinb or in E GIB 11: x. On 
iiludieh isl, das Gauss solid Zoielion 1 /(.r) flit- ja-J (l)isquisitioncs generates circa seriem infinite 

•I -|- j r -!-•••, IVcrkc, lid. 3, p. I LG), widirond Lmocndm; dio Bozoicluning P(x H- l) oiufllln 

(tt.wr.iccs dc cat mil integral, i. 2, 1814, p. 4) iiiul WniKH.s-niAas i'V,-(,r) flit- den roziproken WV 
von r(.r) selivoibt ( Wcrkc, lid. 1, S. 1G1). [a| ist iltirigens msprliiiglicli boi Lui.ku oiu allg 
moinos i^unktions'/oiclu’ii, dns bald fill- dioso, bald fill- oino undoro Funktion gobrauclit wir 
•/,. 11. bcdontol in K 4(>f> (Ij6, p. 207) [n] soviol wio (1+ a) n , wiodor oino nudern llodoutung h 
[»] in K «ir>3 (1 15 , p. 183). Kill- oino Vorallgmnoinoruug von [.r] bomit/t aucli Enlor dns Znielion 

s. s. r.xiv. 

2) Nach N. Niklsuk, Ihtndbuch tier Thcorie der Gimmufuuklion, Leipzig 1 HOG, 8. 12 koim 
diosos Produkt /norst boi 0. Sam.oMti.un, Archiv der Math, und Physik, lid. 4, 1844, S. 171 ui 
hoi F. Nmv.MAN, Cambridge und Dublin math. Journal, Bd. 3, 1848, 8. f)7 vor. Wogon dot- Ko 
staiiton y sioho dio Anmorkung 1 S. XT. 

Licokuarm lOuMiin Opora omnia lit}* Commonlationos anulyticao f , 


die dutch die Substitution / ---* e~* in die bents gebniuchlicliere, ebentalls mil Kn 
geliemle (siehe z. R E 368, Opera omnia Im) 


(•») [x\=j'^C-*d2 

u 

iibergcdif. 

Er gewinnt fernor aus dom Wallis schen Produkto fiir .t den 


Fiitilctinnswt 


Ci) 




tmd die sich damns mittels dor Fimktioimlgleichmig 
(7) |> + 1] = (*-1-1)1^] 

ergebondeu. Fiir rationales ^ driickt er den Funktionswort | dureli fin l’i 
Betat'anktioiu'ii aus; vgl. hier/.u dio deni Bamlo lie vorangcstollte Obersieht iiber 
(7, 18, 10, insbesondere S. LXI. 

Am Schlnsse der Ablmndlmig 19 gibt. Eulhh eine Ansdoliming tier Deli 
n ,eD Diflemitmlquotienton eixior Potcnz ftir nicht notwcndig gatr/zubligofi n: 


(«) 


rf.v:«... 

d e 1 * [« — w] 


Durch was fiir Cbcrlcgungen Euuch zu seincin Produkle dor Funkiimi |m) g 
ist aus der Abhandlung 19 niclit ersicbtlich. 

Erst in der 1793, also mehr als 60 Jahru spiitor, godrucktmi AbluihdUitip 
19. August 1776 

Dc tcnnino gencruli scricnim hypcrgeomdricantm 

{Opera, omnia Itr, p. 139—162) fuiden wir don EuLLUsehcn Gcdankongnng aolir 
einaudergesetzt: Vermoge der Fimldioualgloicliung dor Fnnktion [.r| ist einornoitH 
zaldigcs positives v: 

(9) [a; 4- v] = (x -\- 1) (x + 2)... (sc -J- v) | .rj, 


uml falls aueh x gauzzablig ist, 


also 

( 10 ) 


[x + v ] = ( v + l)(v + 2)... (v + a:)[nj, 


lim 

!•>» 


l>+j 

M 


l 

(M-T)(7+2)...(, + x) 


tmd aucb mifc beliebigem festem a 


(U) 


lim 


[g + 

[v\(v + «y 




Vorliuigt nmu mm you dor Funktion [x\, die auf/ustollen vemicht win), dull sin aulk 
dor Kiniktionulgloicdiwng mid dev Ncbenltedingimg [l'| = l filr boliobiges (uiclil ncguti 
guiiz'/uhligrs) ,r. dor Gkuelnnig (10) odor (11) geniigo, .so folgt ans (0) mid (!]) duroh Division 


x] — lim 

i ->« 


(r -j- aY 1 • 2 ... v 
(x+~l) (*+*)... (x + v) * 


Ncimt mini don liior rechls stoIi<uid<m Bruch f{v), .so kann man nncii, indom man hoc 
« • l sotzl, Kclmbbou (nmu siohl niimlicli loieht, dull die rcchio Suite von a mmbliitngi 
ini.; Bmveis Opnm omnia Im, S. 148): 


(\:\) 


X 


rm rmW) fW 

n 1 f(i) f( 3) /(3) 


.jl-at 4 r^s 

x -|- 1 ’ X-\-'2 ’ X+ 3 ’ V-l-4 


llinterhor orkeniit nmu ujisehwer, dnB dieses mit (12) tlbcreiustimniende unendlicb 
Brodukl I'iir alia nitdil gun/zulilig nogalivon x konvergiort nnd dab os oiuc Funktion <lai 
slolll, mid zwur die oinzige, die alien vorlaugteu Bediiigimgcn genilgt. Was an dev voi 
Hielienden Darstellinig neu'/eil.lieher isl als l»oi liui.Kii, botrifVt melir das auRorc Gewand a! 
das Wenon. 


J) Kui.kii hal. diunif. den grundlogondon Sat/ aus dor Thcorio dor Gainmafunktion vorwof 
gimonnmm, don K. Whiwistkah.h 1H54 im 51. Bnndo des Journals filr die nine. und antjewandi 
MaOie.malik olnie Kenntnia von Kin,nits Vorgiingoisrlml’L YonltTontlicIiL hal (sielio Math. Wtrke vo 
H.utr. Wt:n:K^ni.\ss\ lid. 1, Berlin 185)4, S. J1).')). An oinor .splitocou Stello (1 iWkc, lid. 2, S. 91 
unnnt WniHKHTUASH Gauhh als don Kutdoolcrr dor Kunutsohon Prochdctciilwicklnng (12) (si oh 
l Jaut, Fiiikuiuou Gaiihh, I Vole, lid. 3, 8. 14 3, wo Kunnu obonfnlls uiolit- gemumt. wird). Wr.iiu 
.svitAss bat dort das Brodukl- (|2) ausdriicklich als Vorbild filr seino nllgomoino Rroduktdnrsto! 
lung gan/or triuiszondentor Fnnldionon hozoichnot. 

Tatsiieldioh 1ml. Kum-.h niehl imr die Brodnktdnrstollung (12), soudern sognr don Gednnko 
dor Konvnrgonz or/.ougondon Kaktoron IVkikhstuahh vorwoggonoimnon. Denn os bodcutot koino 

CO 

[Jiilm-seliiod, olt man don Giiodoni des divnrgontnn IVodnktes J*J (l + dio ffonvorganz oi 

zoiigniulen Faktoron e r odor don GliorWn dor divorgentou uuondliclieh Roilio log (l + * 

dio Koiivorgoir/, or/ongondon SummaudoH — ^ °^ er Iluc b —% l°l? (l *f boifligt. Das tat nbc 
Kuuiii mit vollnr Ahsicht in dor Abhandlung R13; vgl. S. XTjVU dieses Borichts. 

Dor grollo UuloiNchiort gogonllbnr WmintsTiwss bloibt uatiirlich dor, dab Kui.bk nicl 
oino nllgomoino ganzo Funktion aus ilivou NuIIstollon Iconstniiovon wollto, sondorn dio besondot 
Funktion F(x -|- l) (also das Roziproko oinor gnir/.on Funktion) aus ihrer Fnnktionalgloichung. 


In tier Abliandlmig 052 brldet uiul untersnclit Eulkii noch die I'niildiou 

+ 6)* (« + -h 

lt + xh • H + tr + l )b ' ‘'n + (* : + 3)t 

die tine Vemllgcmempriing von [.r] ist; sic geniigt der Eimktionalglcicluing 

<p (v + 1) = (a + :<:b)(p(x) 

mill niiiiint fur x-= n (positiv gamiziihlig) den Wert 

a (a + b) (a -f 2 6)... (a + (n — 1) It) 
an. Hefs|iie!swei9C iindet Eulfr 

i i 

l\\-_ fa*°+ b ~ x dX' {'z 2a -]dx 

a// ~ n 'J Vi~x 2b J i /i"-x* b ’ 

o’ o’ 

woljoi frtiiieh den Konsb.mten a, b noth gnwisse Ikdingmigen nuf/.ucrlegni wtt 
In der glriehzeitig mit 052 vorgolegten Abliandlmig 001 

Variae consideralioncs circa series hyperyeoMctricns 

{Opera omnia lie, p. 178- 102) win! noch gezeigt, dufl die Bocboii betnuditote Ki 
fiir grofif. positive x asyitiptotiseh gleich 

n _ 1 

dr^K-H-hi ;) 11 r - 

ist, wo A cine von a mid b, aber niclit vou X abhiingigo Znhl ist. Eh wilrdo Ki 
lohnen, die Eur^icitsclion Bomithungon uni die Erinittelung diesor Znhl A \v 
ncbinon. Zwti weiterc von Eui.kr betraebtete niul von ilim A:? mid 0:/ gon 
tionen lassen aicli auf gi(:t) (von Eulku r-.i genunnt) ziirUckfilhron. 

Nachdem Kulkk in der Abliandlmig 19 mit grofioni Erfolg ans deni nur 
gwr/./alilige n definierten Ausdnick »! mittcls Interpolation die Fnnktion [a] gnu 
wmuUe er sicli bald auderen bestumnteu InterpoktionsHiifgabon wio micli nllgem 
der Interpolat-iouslehre zu. 

In dor nuF 19 folgenden Abhandlung 20, die nrst 17a Jnhre spiitcr als 19 
1731 der Petersburger AUadeinio vorgelegt vvnrdo und die den Titc) lint 

Da summations mmoHera&ilwtm ^roflvcss/onmu 
(Opera omnia Iu, p. 26—41), wird die fiir ,t = 1, 2, 3, ... defuiiortc Funktion 



(lurch den Ansdnick 


r t — /* 

/ i — / 


(It mil' ftllc puKitivcu x ausgedehnt. Uaruber wurde s 


o 


vnrigen AbscliniU. S. XVIII boriehtet, well in der Ablmndlung 20 y.utn evslen Mnl 

CO 

l’ruge naeli deni Worte der lteihe ^ aufgeworl'en wurde. Noeli in einer weite: 

i 

sieht ist die Abhnndlung 2U merkwilrdig: in ihrem JO. Paragraphon (Opera omnia Ii 
win! mm erstou Male (in nodi nicbl. voll holViedigeiuler Wcisc) die Eki.kiiscIic K 


(•I) V ; -= liin (i -h I -!- -! -I.h - 1 - — log)') 

|-->0* \ - .J J' 

deliniort. 

In dor Abhandlnng 43 vom II. Miirz 17i31 

!)<• prur/ressionititis hannonicis obscruationcs 

{Opin'd omnia In, |> b7---lU0) werdeu dann 0 Deziumlslellen von y beivehnid (’ 
vicblig sind) nnV (ivmul der Funnel 


(Id) 


y - 


i 3,1 1 

„ H - .. •'•3 -P . *4 - r 


Mine viol getmuore Bemdimnig crfolgte dnnn in der Abhiindlung 47, liber d 
ini erstem Ab.scdmilt. boiiclilel wurde. Vom ilbrigon Inlinlt der Ablifindlung 43 si 
lede.bt nocli enviilmeiiHworl lfoihon von der Art der beiden tolgendeu: 


'"Z” Hi + 


H — 1 


n — 1 '{• i< n n -j- j* n 


\ 


(If)) 


12 112 1 I 

0 ■••• l — k . — .. — . 'I' r + — o 

2 2 'I << 0 i o 


2 __ 1 1 
y io + ii + 


deren crate tblgl uus dor Oloiolumg 

l°8 ‘ 11 “ liin ( l + !, + J . I_ Vi 

i-.y« \ *• 1 ' 


_i_i_ 1 _ 1 

i' n 2 3 i' 


die zweite urgibl Midi iiir x — J mis der Potonzroihe 


log 


1 -h x 
1-1- r 


x 

l 


x z _2 a; 3 

2 3 ’ 


;); 4 X 6 

< + s + - 


Dio Koiho fill- log r " liefert im Malle *«1 eiueu /.weiten Beweis fiir (15). 

1 1 fV 




(Opcm omnia lie, p. 5G9 — 003) ist ausschlielllich dor Ei.’LKKeclien Konstiuiten y gt 
(Ierf]i Bereclmnng nuf vorschiedenc Weison gczeigt win), toils mit Hilfu der Ei.x 
Summeuforniel, toils mit TJenntznng des Zusmnmonlmng.s -/wisclien y untl don 
summon Am Schlusse der Arbeit worden 8 Foruicln xusiiinmengestelH, die :dlo 
scbiedeue Woisen y durcb die Werto s r , ausdriickon, dimmter die Funnel (H) vrm I 
ids fieispiele iiidgen nocdi folgvnde Funnel n aug-e/illirt weideri: 

1 * ~ )' — o C' V 2 ~ *) ' b t s 3 ~ J ) 'b j ■ (- s '4 ~ l ) H- • • • 

1 _ log — y — (s a — 1) + _ ^4 O'# ~ 0 ‘b 7 t («7 - 1) -!■••• 


Aus der Forme! 


y — inn 


1—* t 



— lim lim 

«->» T ->1 



X 



0 



— lim 



-i 

e" 



ds 


gewiuut Eui.kk (lurch die .Substitution z n == ( mid don (Jnmziiborgnng n~> oo ,li« J] 
dorslcllmig 



o 


Ole orstmals in dor Abhiuulluug 20 gostelllo Intorpoliitionaiiut'gabu: eino Funktii 
xu biUlen, welcbe fUr ullo positiven ganstMihligeii x~n die vorgcschrioboneii Wo.vlr. 

(^) <P(0 + <y>(2) + 9 j(3) -|-|-</>(») 

annimmt, wire! winder aufgegrill'en iu der AblmncUung 013 vom 13. Mtiiv. I780 1 ) 


1) Her Jidmlt dieser AbliandJung findel siob jstim Toil sehm. vorlier im i t. jvap 
posteriori* dor JnslUuliones calculi differential}* (Opera omnia I,o, p. G.t!)—(M7), das 
omo (rnitllrhch nirbt vollstiiudigo) Zusammenfussuug der Uui.Eiischen Untersuolmngon i 
polation outbiUt, von donoa im obigon aweiten Absclmiti mijserer flbemiebt die liodo 


J)itucidutioncs in capita jwstrcnui calculi nici difji-mdiulis do fundiunihua hicxpticah, 
(Opera omnia lie, j>. 1—33). 

Der AnBiitz 

©J 

(17; f\x) (p (i>) - tp (.r -J- v) 

1 

lost dio gestelllo Aulgubo i'iir x > U, woim tp\x) lii r .* —> oo monoton gegeu Null 
Dio vcm Eur.o nngegcheno Rcdingung lim </>(&■)•-= 0 olino don Zuautz der Monotonii 

X-* R. 

niigl /war, mil tlic Konvorgeuz der Ueiho (17) filr gnir/,/,obliges x — n > U nueh dem G 
wort (1(5) fiieliGizustoiJen, ftbur nioiit filr dio Konvcrgoir/. dor Roihu im Failc einos Ijolicbig- 
dooli ist andrerseits die Monotonia dor Konvergen/. von (p(x) gegon N T nll hinroiehoml, 
nicht liotwendig. 

hn Fulle <p(v) -* ergibt bIcIi so 


(18) 





/ j_ 

in dor Abhamllung 21) hallo Ihmmt im liumlielion Knllo dio husniig- J di gol'mi 

o 

die mit (18) idontiseli ist, woranl' ilbrigens EiJU:u nicht hinweist; dooh boroelinot or 
dort filr a 1 =-- don Fmiktionswert und iindot natiirlich wiodur den auf miduvom Wog 
I‘j 20 erhuUonou Wort 2 — 2 log 2. 

Ei/lur belniehtot dimn Kiillo, in wolclum dor Ausal.z (17) nicht konvergiorl, ; 
<p(i.>) — \ /, v ) q>(v)= log V U8\v. In solehon Fallon liili't or sieli auf oiuo soln* morkwHr 
Weiso, indom or don oin/.olnon Reihengliodern in (17) no eh Konvergonv. oizougondo & 
munden und znm Ansgloich der gan/.en Ueihu ciu Anfmigsglicd beil'ligt. Sein Godfuikcnj, 
ist ctwa folgendcr: or ont.wickelt y>(.'C + J') formal imch den Regohi der DitVeroiizonreclui 
in dio Roihe 


(19) 


cp (x -1- v) — <p {v) -f X {<p (V -f 1) — <p [I/)) -f- 


;f (x ~ i) 
I • 2 


(f T {v -I- 2) — 2 ip (0 -I- l) -i- tp ( v )) -|- 


womuh sieli orgiht 

( 20 ) 0 19 ) (v)—f/ 3 (,T:-l-v)J-|-.'t:( 9 j(v+ 1 )— fp(iO) -|- ;/^(y (•' -I' + Dh«/ J (i'))' 

1 • 


Vou der hicr roehtsstolicndon Reilic war do- ersto »Summnml das allgemoino G 
der Reihc (17). 


Stati (lessen nimnit nun Euler boi scinem zwciten Ausutv. 1'Ur f{% 
t'ilieiler von (20) mul muf) dinni y.um Ausglcich bei f{x) otlenbar dus An 
iiiiizufilgeii- Auf iliose Weiso kommt cr zu dem Ansatz 


(21) f(*) = v(l) +2 i ( P (*') “ 7'^ + v ) + + 11 v ' (t ' 

Wunn 

lim (</>()' + 1) — fp{v)) -= U 

ist, kmivergiurt diesu lleiho ttlr jedes gauzxalilige x - h > 0 nuch dom W 
-|- . • ■ -|- f (n). 

Um aber die Konvergcm/, der Jtoibe (21) filr jedes positive x zu i 
nodi eine Ziisut/.bedingung machcn, ills welche beiBpiolswuiso die Monolon 
uiuoin gewissen x ab liinvoicbend, aber nicht notwondig ist. 

Der dritte Ansntz Eixkks 


/*(*) = Xtp{\) + -- - 9 >(D) 



uimmi von (20) ber nocb oin woitcres Glied, der viorto nocli oines ttielir 
irgeiulein Ansatz, so anch ullc apfitoron, und /.war nncli der niimliclien b 
liillt sicb ■/.. B. im Fnllo <p(v)= 1 der sicli mis dam ersten Ansntz ergobe 





1 

4.'y 


H- •• 


mittels des drilten Ansatzes durcli die besscr konvorgonto Ucilio 

l ' - ’ J - +.i- 

daretcllen, dmnit ist also zugleicb filr gowisso Keihon ein Vorfahrcn der 
serung gewoimen. Die von Ei/ucu gofundenen Funktionon f(x) gcnligo 
gleiclnmg 

/■(«+ i) = /WH-yOH-1); 


es geniigt duber, die PimkUonswcrto f{x) aus den hergoloitcten Rcihen 




)<;(. < 1 zu bereclmen, u r onuif ftir die Ubrigen x die Finiktionalglcichmig benul 
veideu ktvnn. 

Der dritto Anaatz l'illnt (wio Fin.Kit zu beweisen versnebt l 2 )) zum Ziclo ini Fa 
c (y) :r= i/'j wenn a < 2 ist, tier zwoite ini Fnllo <p(r) —wenn a < 1 isl. r aiillurclom : 
?nllo </, (n) — log v. 

Im letzteroii Falle •/.. 13. liei'ort er 


2b) 


f(x) =• >log 


^ (v -b l)*!' 1 ' 
x *h v 


'(x‘) ist dor Lognritlnnus der Fur.Kitselion Funktion [#|, fUr doron Procluktibivstollimg 

(r l) iE i' l ~ aj 




l) 


l>j - 


x -\- v 


licli soinit in diosem Zusnnimenlmng fine besonders einfaclio unit selibno Horlcitung orgibt 

In der Ablmndlung (>13 warden nooh oinigo iillgeitioinere i’rodukto betruehtot; uu 

indet sieh in ihr «in Bild dor Kurvo // — /’(.r) ini Fnllo qo(i») — •' , ebenso wio eino Zaldc 
i 

echming fill* jf{x)dx. 
b 

In den busproclienon Avboiton ilber die fntcrpolntionsiuifgiibo, die vevlnngt, oino Fun 
don f(x) zu bildon, doreu Worte fi(r x = J, 2, )), . . . vorgesclirieben sind, sclioint sioli fillLJ 
liobt ganz Ulav gowordon zu snin, dud diene Aufgabo, wonn man koine Xobonbodingungi 
nnchfc, miondlicli vielo Lbsungoii lint, uud el* ern|)fimd es ills otwns sehr j\Iorkw(lrdigos ; ti 
ir sozusagon zui'iillig (, ,quasi casu“) /.nr Unlersnclumg oincr Ueilie s(:v) gofiUut wurde, d 
*(tr x — a n und fiir n — 1, 2,die VVcrto s(n") n imnnlnn genau wio die Funkti< 
‘log x (a ist hoi Kuu:u > 1 zu donkon), olmo dad s (a) ft log x wiire. Die lteiho s(x) i 
olgondc: 

_ j_-_5 , ( 1 ~ $ j. (d -x)(a-x) (a^~- x) 

y ' } 1 — a" a-a 3 « 3 ~a a 


(1 — x )(« •—~ ft)(« 3 — .^) 
~ a iZ. a io + 


1) Dioso Konvorgon/.imlorduclnnigou Eulbus sind rcclit bomerlconswort; inim wtlrdo i 
undo natuflieh in nndei'O Form bringon. 

2 ) TntsilohlicU botraiditet Huluk in G13 oiu nllgomoinoros Piodukt, vou deni or aber (2 
ils bosondoren Fall sclion in don Insliiuiioncs calculi differcnlialis 2 >artis poslcr'wris capul XV 
liorvorgobobon liatto (Opera omnia bo, p. 63b—G40). 

broNiiAnDi ICiii.i.Ki Opera omnia lie* Commenlationes analyticao g 


LliiLlVonjU 1 UJJJjU Uli'i A-±, JU, All, xi> 


1j 

Die Abbnjullnng IOC) vom 20. Januar 1750 

Considvrafio quarumdam sericrum, quae sinpidaribus proprielalibiat aunt pracdiiac 

{Opera, omnia In, p. 516—541) ist der Untei-sncluing dicscr Fnukiion s(a-) gewidmct: 

s(0) ergibt die sogen. LAMBEttTschc ReLhe 

1 i i i 

I ~ a + 1 - «* + 1 - a 3 + I -a 4 

Kui.ek versanmt nicht, sic imch Potonzen von a zu eutwickoln unci an! dio znldentlieo 
liscbe Bcdeutung der Koefliziejiten dieser Potenm'ilie hinznweison. Kornev wire! dio Pm 
tioniilgleichung 

4n ->(“■*) + 1 - (1 *)('- 

nbgeleitet; das reclitsstehende imondlicho Piodukt kommt (fiir x— —j spiitor in dcr Then 
tier Thetafunktioncn vor. Audi dio weitero Funktionalgleiehung 

x(a a x) — 2^(n.r) — s(.r) -f n.r(l .s'f.r) — .‘-■(ft.r)) 

ivmi abgeleitet, wic mich die Enfcivickhmg von s(.r) nach Pofnnzen von .r. 

Allgemeincr wird die orwiiliiite Interpolntionsaufgabe, f(x) aus don gogebenen YVorl 
f{ 1), f{ 2), f(3), ... zu bestimmen, wjedor aufgenomincn in dor Abbandhing 180 

Be serict im dcterminalionc sett nova methodvs invcnioidi ienninos gcneralcs serienim 

{Opera onniialu, p.463—615), dio droivicrtol Jahre spKtcr ala 190, niimlic.h mn 21. Sr 
tember 1750, clei- Petersburger Akademie vorgelcgt wuvde. Euu;u sngt, es sei somlorbnr m 
gegen dio allgemeine Erwartung, daft es imcndlicli vide Fimktionen f{x) gebi*, dio in d 
nncndlich violun Funktiunswertcn /"(l), f(2) t /'(ft), .. . (iburemstimmon; ■/.. B. lmbo din Ai 
gabe: die Fimktion /» zu fmden, fliv die f(n) = » boi (» = 1, 2, ft, ...), folgemlu ally 
mein© (nicht allgemeinste) Losung: 

CQ 

(^) AX) = x -f ^ b, sin v%x\ 

i 

^ ,:,jER nieint > ol>\vohl er von gcometrischen Vorstelbmgen ausgehl uml orkemit, dull ch hu 
imi die Bestirnmung einer (lurch gegeboue Punktc gclicndcn, im iibrigen willkilrliehen Knr 
handelt, the Funktion f(x) — x mttsso periodiaeh sain, mid sagt (in § 9) aiisdr/lclrticlr, dc 
fllr jede Fimktion f{%), filr dio f(n) = 1 gilt, 

'{■iMSWS)-- 



niiistui. l-> K'omint zn diosem Chinese, wcil or in dem znletzt orwiilmteu Beispicle die 
.clist nur fur ganz'/nldiges x gellendo Gleiehung 

f(x+l) = f(z) 

jodon X ill Ampruch nirnmt, ebensn wie er iu item mersb geimunten Beiapiele, wo die 
ktioiiswertc* /*(«) *= n gcgcben waren, allgcmein dio Funktionalgleicknug 

/'(:'■ + l) — f(x) + 1 

il/.l;. Uin diuBii zu lb.sou, verfiihvt or so: or entwickelt (lie linko Soite von (26) imdi dem 
.oitwchon Lelirsatzo 

/■(.r-l- 1) = /■(,■) + /■'(;<■')+Or+ ••• 

schUedt dureli Einsetzen in (26), dnfi dio gesuchte Funktiou y = f(%) der liuearen 
rontialgloichmig miendHeli holier Ordnnng 


gen milsse. Dieso integriert or nach dem filr cine emllichc Ordnung bowiesenon 1 ) Ver- 
m, indam or zu dom pnrfcikuJuren Integralo y = x das aligemeine Integral der Differential* 
Itmig 

-) 


■ l ‘' v si + lr + -"-° 


irfc, das die Form hat 




= y r c^«, 


lio c u willkHrlicho Konstnnten mid dio dio NnJlstoUen der Funktion 


„8 .3 

*+ 2 -, + 3 , + - -*-i, 


dio Violfaclion von 2 zi sind. Indem or schliefllioli in (28) dio Exponentialfnnktiouen 
n trigomnnotrisoho erect?,t, fimlot or als Lbsung der Difterentialgleichuiig (27a): 

co 

r Bin 2 j/xx + a v cos 2 vstx 

X 0 


]) Zuovst ill E 62 {Opera omnia Isa), dann auch in Tnsiiiulmies calculi integrals, volu- 
sccwulum, scclio secunda, cap. II (Opera omnia Iia, p. 296—317). 

e* 




uud somit als Losing der gestellten Interpolationsaufgube 


(BO) /‘(a') -r -h b t sin 2vzx + 0(18 ^irrc, 

1 0 

cc 

wo wegcu der Bedingnng /’(w) = >i die Koeifizienten nocli der Bediugung = 

o 

genilgen Imben. In dem Ausdruck (29) kaim man ti-ot /. der Frflgwilrdigkeit seiner Herloi 
eincn ersten Ansatz fiir die Darstolhmg oilier willkilrliehen Funktion (lurch fine tri| 
nietrische Rcihc erllicken. Frcilich glaubt Hitler den Ansatz (29) noch (lurch einen am 
ersetzen zu sollon: Er sagt, dad ulle in (29) voikommenden Fnnktionon sin 2vztv, cos 2 
gerade Funktionen von 

p = sin zx uud q ■= con z.r 

seien, uud crsetzt daher (29) durch eiue willkilrlichc gerndo Funktion von p und <j. Did 
von ihm zu Eingnng seiner Abhandlung gugebene Beispiel (29) nicbt ein Somierfall s 
allgomeinon Losirng (30) ist, sclicint ihm nicht aulgeihllen zu sein. 

Neben den bciden erwiiliuten Boispielen f(n) -- 1 und f(n) — n werden nocb me 
amlere (z. B. /’(«) — m n ) in lihnlichor VVeisc bchandelt: Dio Intcrpolntioiisimfgaljo zu 
wird durch die Aufgabe, eiue Funktionalglcichung zu Ibsen, ersctzt, und diese wird au 
integration cincr Diiferentialgleichung unendlicli holier Ordnung z.urilokgefilhrl. 

Das gelegeutliche Vorkonimen von s' — 1 nls JTilfsfuuktion niimnt Eulku zuni A 
um ernent ausfCilirlieli anf dio Produkt- und PartiaUiriichontwiekhmgcn dor olemon 

Funktionen, mif die BicftsouLMBclien Zahlen und dio Kcihcn -*-| wie uuch auf 

i v 

Bummentbrmel zu sprechen zu komtncn. 

Auch die Ahhnndlung 556 vom 18. Mni 1773 

Jk exhitio usu melhodi inlcrpolodonnm in scncnnn dochinu 

{Opera omnia Iu, p. 43o—497) bcginut niit. cinem ilinweis anf die Vieldeutiglceit des 1 
polationsproblems und damuf, da!J dio dann folgendcn Ausfiilirungon nnr oinu bostii 
Losung aus unendlicli vision geben. Es wird dann einc ungerudc Funktion /’(.*:) angc 
men, von der die Funktioiwcrte p = f(a ), q = f(b), r = /‘(c), s - f{d) usw. bokonnt t 
Dann wird die gernde Funktion in oine Reilio 

(3i) 4') +-«•)(*»-j«) 

entwickelt, ftlr deren Koeffizionten 



das Bildungsgesetz angcgebcn wire!. Es handelt sieh also ini wesontliehcn uni die b< 
Intorpolationsfovmel Newtons, der abor nicht genannt wild. Die flloicluing (151) wii 
aucli auf die sogen. LAOliANCiENchc Form gobrncht 


(32) 


f(x) _ p b 2 — x 2 c 2 — ,r? f/ 3 —j ; 2 
x ~ a !F~a 2 * «* ' tv 3 ' Cte * 

tj a 2 — ■>'? c 2 — ,»: 2 tl 2 — .i 2 


-b etc. 


Im ersten lioispiol wiihlt Euler f{x) ~ sin x unci nimmt die vier Interpolation! 
a = 9 ), 1 — 2 <p, v — 15 <p, d — 4 tp. 

Scblielllicb orhiilt er aus (32) (lurch den Gren/.ilbergang .r —► 0 dio Niilicrung* 


sin ij ) 

• } m 


• :•! 

•i • .1 

1 

i • 

3 

‘ 2 • -1 ' 

:i - ft 

sin 2 tp 

1 • 

1 

3 • 3 

■1 ■ -1 

2 

1 • 

3 

' 1 . ft ' 

2 • r. 

sin 3 tp 

1 • 

1 

2 • 2 

3 • 3 

3 " 

2 • 

•1 

' j . ft ' 

.1 • 7 

sin J tp 

J • 

1 

2 • 2 

3 •;; 


3 ■ 

ft' 

' 2 "() ’ 

1 • 7 


Iudcm er statt viov imondlieb violc Intorpolationsstellon (p, 2<p, 3 (p, . . . anninn 
winnt er (lurch Gronzfiborgang die flir — x < cp < .t gflltige Fourier sche Itoihe 

(33) ^ = ain <p — ~ sin 2<p + sin 3 (p — ■- sin 4 <p + • • •; 

deron Herloitnng aus dcr LAOUANfiKselien Interpolationsformol ist selir morlnvUrdig 
uuftmichenden Zweifel, ob die Gleichimg (33) aueh fUr tp =* % rich tig aei, bnschw 
Euler durcb die Bomorkuug, man babe dann eben fiir <p in (33) n — s (e > 0) oinzi 
und daraufzur Greuze s —► 0 iibcmigehen. Gegen diese nuf einor unhegrtlndeten Vortoiu 
zweier Grenziibeigiinge beruhende unzulassigc Definition ciner ReihonRiiminCj doren ( 
Funktionon einor Vorandcrlichen <p 6ind, mufito noch ini 20. Jahrhundevt angel 




werden. 1 ) Kuli:r belmuptet ilbrigene sogar, ilnB die Rcilic noch filr rp = 2?r 
(E 655, § 10; Opera omnia Iis, p. 450.) 

Die Wahl der Interpolationsstellon 

(p 3 f) 

2 > j { p> j • •• 

fflhrt Kui.er 7,u dei Reihe 


(34) 


sin o) — 


J . „ , 1 . . 1 . _ , 

-- sin ow 4- - . Bin O(o — -- sm 7 w + • • •, 
9 2;j 49 


von der cr meint, sir konvergiere obne Einschriinkmig gegon wn 
l« <i n richtig* ist. FUr o = ~ folgt aus (04) ein neuor llcweis (der fill: 
S. XXXVII) fur die Gloichuiig 

^ _ 1 4 . 1 4 . 1 4 1 4 

8 “ 1 + O' + 2ft + d9 "*- 1 


die mit ^ ^ * 3 gleichbedoiitcml ist. Ferncr liefert die Integration von 

i 


Bewcis der Gfleiclumg 


1-1 + i 

3 8 + fi 8 


7 3 


^ 32 


Dmch iminer wieder andere Wahl der Jntcrpoliitjom.slellcn gohingl 
groflen Zalil schr merkwiirdiger Rcihen; zur Uiitersuelnnig' der noftretonden 
er Bcliifmiktioncn lierau. Es ist- in dicsem Iturzon Bcrichte unmijglieli, ullc d 
Ergcbnisso oiler gar die von Eku-jk y,u deren Gowinmmg eingcschlngenei 
Richligleoit zu priifeu. Als Bcispielo mbgon die in §§ 20 und 27 {Opera 0 ) 
8tehendeu Rcilion hetrachtet werden. Die evste Gleiclmiig* dos § 20, wo die 
mir auf dor reehton Seitc vorkoinmt, 

z cot xx ■= ens x * - C03 ^ ■y J C -- Z$V — C - ^ ^ *P _L 

l-x ‘ J 4- ^ 2 — 


(35) 


/I 2 x cos rp 2 x cos 2 <p 2,v cos 8 ep 

\7 ~ i-7 2 Y-7 


— sin &• (p 


2 sin r p 2 • 2 sin 2 rp 2 

1 — 7 4 — X' 


3 sin 3 rp 2 • 4 si 
+ 10 - 


1) Ygl. A. PmxosiiEiM, JahrcsberivH der dcufschc.n Jllathcmatikcrvcrcini 
S. 591 nnd Encyklopftdic dor mithcmatiscltcii Wisscaschaflcn Dd. LIi i, Leipzig 18 
AninerUung 170. 







isb ftir iillc (niebfc ganzzubligon) .r und fill* <p \ ^ z rich tig; die mil cos Arp multiplr 
Klammer ist namlich gloicli - fill* — % <. cp .< 0 und :.= ~- c p --- :c 

h sin X7t — r sm .y. :i 

0 S <p ^ x, wiihrend die mil —sin.rip multiplizicrtc Iteilic gloicli n H - ll 7 ^ 
— -x <, <p < 0 und = n ^ fip- 0 < (p 7i ist. Indem or (35) zwieohen den < 

y.en <p = 0 und ip — z integricrt, gowimit Euler dio Parliallnuchroihe 


Ji a COS X7Z J 1 11 1 

KhP = :t ,,J ~ (aT—7) 2 ~ (x +7)2 + (7—7) 2 + (a + 2) s 


wiihrend dio Integration zwisclien den Grenzcn (p = 0 und <p — : die Reilio 

. 7t X .2 It . 2 7T 

mi sin r sin r sin - 

. • -'if ~ (# + i) j + F-~ 2 ) ! " ~ "(■•»'+ *r + ‘ 

liofert. 

Es d/irffe sicli wold lolinen zn mitorsnchen, inwioweit andoro von Eulkk in dor 
liandlung 555 mitgoteilte Reiho.n und iuwiowoit seino Jlerleitmigen lichlig sind. Ei 
solbst sagt, dad or semen Ergebuissen nicht gaiv/. trauo (§ 33; Opera omnia li6, S. * 
or begritndot dieses Mi/Jlrtiuon nicht mit doni Foil Ion jeder Konvorgeimmtcrsuchung-, son 
nur mit dcr onvliUnten Violdeutigkeit dor Jntorpolations&ufgabe. Eei dieser Gelegenheit • 
er nuch dio Frago auf: Wio gewinnt limn dio allgemoinsto Funktion F’(.r), welclio fill* 

x — a, b, c, d, din Worto p, q, r, s } ... 

annimmt, wonn man cine solclic Funktion f(x) kenntV Eulf.us Antwort lautot: Man 
oino Funktion ii(.r) mit den Nullstellen a, b,c,d, ... 1st dann w(_z) eino fiiv # = 0 
scliwindendo, im (tbrigen willkitrlicho Funktion, so ist 

F{x) — f(x) + «i(Wl.r)). 

Die richtigo Autwort lautot natUrlich 

P'(x) = f{x) + Sl(x)iv 1 (x) } 

wo 2^1 (ro) irgendeine willkilvliclio Funktion ist. Es ist noch zu erwiibncn, daft Eulk 
dieser untor nianchem Gesichtspunkt bedoutendeu Arbeit aueh ausfubrlicli auf den Zusnmi 
bang zwiseben don in soinen Entwicklimgon (vgl. (32)) auftretendon Produktcn und se 
Botafunktioncn eingchl. 

Ziun Schlnsso dieses Absehnitts darf noch cine Ablmndlimg envahnt werdon, dio w 
ihros goometrisebon Gowandes in den Gcomdrieband III der Opera owniu aufgenun; 


n , 

— cot X7T = 
X 





wurtle, die aber itihaltlich einc Einzelschrif’t liber die Gammafunktion ist; 
19. December 17<>5 dcr Petersburger Akademie vorgclegte Abliandlimg 368 

J)c enna hypergeometrieu liac aequationc y — 1 • 2 • 3 ... x expre. 

Eui.r.R sagt bier, daR die in <ler t’Jberschrift genamite Funktion desha 
Btimint sei, weil sic nicht nur die Werie 77(h) = «! fitr positives guimahlig 
KOiulern uuficnlcm der Fnnktinnalglcicliung I)*■=-(.v-{- 1)77(a;) gentigen 

dem schon aus i'riihercn Abhandlungen Bokniintcii werden in 308 insbe.sonden 
stellen der Fimkiion ll'(ic) bestimmt, sowic die Puuktionswcite. 77'(0), 77' 

ferner 7I’(j) : ll {\), rr(l):n(}), «'(?) = #(£•) usw. 


l) Ygl. 8. XL{. Wenti cs anch nur ZwockmiiBigkoitsilberk'gmigon sind, d 
der Funktioualgleielmng nfitigon, so haben .sic dock tatsacblicli ntwas Zvvingend 





IN. Dili T1UG0N0MET1USCHEN FUN KTIONEN 


Dm- lnuiplsHchlicho Tnlmlb dor Abhamllmigen Eulers, Itber dio in diestun Abschnil 
borieMel, werdon soil, war fair seine matlicnmtisulieu ^citgenosscn eUvas bewundernswci 
Nones. Wonn or f'ilr dio licutigon MnUiemutiker vielleicht niclit ebenso fesselml ist, so lieg 
diofi (kmtu, dull or dank Euler /.um fasten Hostamlteil der mathcnmfisclien Bildimg geworde 
st. DitC or es wnr, der das Ue.elnion mil den trigonometriselien Funktionen zu einem brand 
baron mid go.sehmoidigeri YVerkzoug der Analysis mid iltrer Ainveudungen gcnmclit La 
liolonf. er selbst mit boroobligtom Stolze in der Einleitung zu der sot'ort either zu Ik 
spreohouden Abhamllimg 21G, mid or filgt hmzii, man difri'e dieses Verdiensfc uicht deswege 
goring aehten, woil os 7.mn gnton Toil in der Ein tub rung eiuer passendon llczeiehiiung! 
woiso bostoho. Dio vollo Dedoutmig Eulers auf dcra Gobiete der fcrigonometrischec FmA 
lionon 1 ) wird man froilioh mis den pnar hier zu besprechenden Arboiten uicht ermessc 
lcdmion; sio horulil auf viol breitoror Grnndlage, insbesoedere aucb auf dec Amvecduoge 
dor Trigonomot.rie, dio Euler in Gooinotrio, Mecbanik mid Astrocomie geraaebt bat. 

In dor Ablumdiung 128 vom In. Dozembor 1749 
Mclhodus faoilis onmpulandi angulonm sinus ac tangenles iam naturales quam artificiales 
(Opera omnia Iu, p. GiM—40(>) gobt Euler von don Partialbruchreihcn 

1 t 1 1 

CO r±J) 4 ± v * 9 ±P ± 16 :k P 

ana und bomorkl, dull or dcren Smmnen in dor ein paar Wocben zuvor dor Akademie voi 
gologton Ablumdiung 130 (vgl. S. XXIX) mitgofailt babe. Acs ihnen gewinnt er Produktda: 
stollmignn fcrigonoinot,rif;elior Funklionen. 2 ) Aufierdem bereebnot cr die Koeffmenton «,,, f. 

t) Vgl. a. A. v. IbtAUNMtlni,, Vortesungcn ilbcr Geschicbte der Trigonometric, 1 oil II, Leipzi 
[90S, <{. Kapitul. 

2) Da or iu E 130 umgokohrt, dio Roihou (1) ans dioson Pi-odukteu abgoloitet hatte, kan 
mnn das obon MitgatoilLo nielli als oino none AUeitnng der Sinus- und Kosinuspvodukto ai 

I.BOHiTAnm Kum-hi Opera onmift Iifl* Commonlationos analytioae b 



tier Pofenzrciiicn von 


sin ,r = /»• t<-x' nml cos ■ x 
2 ■*** ' 2 




auf 28 Dezimalatellen (mit gam? imbcdcutondou Ungonauigkeitcn, die lidi 
drei Dezimalstcllen bbtrcJi’en), ferncr uuf 20 and melir Stellon (lie Kooffiz 
reihen fiir 

log ( - sin n a:) nml logcos n - .v 
v 2 / A 2 


und auf lil Stdlen die Kocf/izioiiten dur Potenzreilnm fiir tg ~ ,v mid *-c 

* iC 

dient or sicli nocli finer die Konvorgeiiz vorbessonideii L’int'ornnmg, inden 
bei dor Funkiion tg x niebt dio Koeffizicnton ft, 7s t 7$, • • • dor 
radius 1 besitzenden Poieiizreihe 

l s 2 ■ r =2 ! n*' 

1 


angibt, soiuiern die fCoeffizienton <J 1} d 2 , d 3 , 
Potenzroihe 


tg 


■n 

2 


.V — 



. dor don IConvergenzrad: 


oc 



Dio gauze Abhamllung 128 kimn als oino Vovarbeit fiir dio lnh( 
worden, in dio ihr wesentlicher Inlmlt spiitor iibergegangon ist. 

Dio vorliin sclion genaimto Abhnndliing 246 

Subsidium calculi sinuiun 

(Opera amnia Iu, p. o42—584) ist am 9. Miirz 1752 dor Berliner und oin 
12. Mtirz 1753, dor Petersburger Akademie vorgolcgt wordon. Sio boginnt 
dero Abhaiidhiiigeii Eulruh, 11. 447,582) dnmit, dad an Stello der D 
cos (p die AusdvUcke 

(^) n — cos cp 4- i sin ip, v = cos (p — i sin cp 

eingeffihrt warden (spater werdeii dafiir geivolmlich die Buclistaben p, q 
/eiclien c 1 '*, c t, <’ lilr i> worden nicht vonvciuloL InsbcsondorG mit Bonuti 


solion, sondom nur ala dio Boleucbtung eiuos frttliev festgestellton Zmtammenb 
doron Soito bar. Erst nna dev Abbilung dor lloihon (l), dio spiitor in dor m 
enistaudenon Abliandlnng GO boiviosen wmdo (siolto S. XXXTU.), lallt sicb ohm 
nowor Bewais fiir dio Produkloutwicklungon dor trigonomotriscliou Funktionon 


uml mi oh die I’roduldo 
Kosinuu dor Violfuelien 


•Or -M 


cos m (p sin'* <p (m, n gaily,zahlig > 0) 
von (p uusdriioken, /. B. 


COS 2 ’ 1 1 Ip = 


S 



.. 7 — 

linear (lurch die Sinus i 


- 5 >J’)cp. 


IjUI,i,r niinini tillsclilich dicso Fonncl auch fiir Potenzon des Kosinns mil negativ 
und gebroclioneii Exponenteu in Anspruch, wobci or die reebte Btebendo Summe in ei»e t 
endlioho Ucihc iibovgelien liiflt. llcsonders /,u erwi'dmon ist noch das Thcorema des § 
(Opera omnia In, S. 581), dan besagt: 

Komi midi din Srnnmo dcr lloibo 


tt r e v (a v rcell, z komplex) 


(d. b. kann man sie diueh die bekannten Iumktionon nusdriicken), so kennt man auch d 
Summon dor Hoi hen 


^ <t v cos vip, a v sin v rp. 

o i 

AIh Buispiclo gibl .ISm.liK u. a. dio folgendcn: 

» CC 

K“i cos ( p — a sri . sin rp 

yr a' cos v w -• „ ---- , y \ a sin v rp — --- 

v t -1- —- 2 a cos (p ^ r l a 2 — 2 a cos <p 


Indian or die; orslo (lienor Gleichnngen auch filr a — — 1 iu Ansprueh nimml, gcwini 
or mis ibv (lurch Integration dio fllr |rpl<;r richlige Entwieklung 


(p sin 2 cp sinUg) sin 4 go . , , a TTm 

l <p - o•- + • -jj- - j- +•■■ ^' 81 (33) » s - LI,I) - 


Das 'J'hiiorc.nm kohrl mit Beispiclon split er noch mehrmals bei Euleji wioder (z- B. i 
den Ablmndhiiigen 447, 055); auch in dcr Analyse algdbriqttc von Cauchy und in der A1 
haudhmg Ahklb fiber dio binomisclie Koibc findeu sich zugehovigo Bcispiele. 

Die soobon gonamito am 22. November 1708 der Petersburger Akademio vorgelegi 
Abliandlung’ 447 (Opera omnia lie, p. 108—184) 

fiummafio progressionum Bin* rp + sin* 2(p -!-•••+ sin* nep, cos* rp + cos* 2 ip • • ■ + cos* n 

bogiunt wio 24(1 mit der Substitution (2); dio in der tibersohrift genannten endlichc 
Summon wordou dann in den ballon A = 1, 2, 3, 4 bestiinmt, was auf die Summation oik 



liclier geometrischev Hcilicn liinausliiuft. ISulkk erkennt, dafi die unmulliclien Reilie 


2j (cos v<p) 1 , 2 j v ( sin v< *>y 

ci 1 

hci gaitzzuliligem X > 0 divergieren (bci goradem X sogar eigentlich gegen + oo), 
will auf Grond seiner AulTassung dor divergeuten Roihen 1 ) die filr die endliclien Re 
fnndeue Snmmicrnng auch filr die imendJk-licn in Ansprueli nelimen, was ilm /u 
Imren Ergebnissen fiibrt. 

Iu der Abhandliing 5(il vom 15. November 1773 

Yariac obsenationes circa angulos in prof/rcssione gcom/rica progrcdicnics 

(Opera omnia lie, p. 498—508) winl '/uniiehst (lurch wiedorliolte Anwondimg dor GI 
sin 2tp = "2 sin (p cos (p das Produkfc 


(3) 


q> cp cp <p 
gin (p — <p cos - • cos - • cos • cos - • • • 
‘ r 2 4 8 10 


abgeleitet, das sicli sehon in der friilieren Alihniiclhmg 74 lirnlct (vgl. AliHchmit, VI 
Rerichtes). Aus (3) werden dann weitere Rormeln abgeleitet, B. dnrob lognrif 1 
Differentiation 


(4) 


l , 1 , ip 

y = ™ l V + 2 l «' 


J , no l , cp 

tg f + ... iff r a - 

4 6 4 8 h a 


Die Reilic auf der reehten Suite von (4), aus der umgokelnt wieder (3) I'olg 
man aucb, wie Eulkh zeigt, direkt summieren, wenn man ullo vorkoinmendon r J' 
funkfcioncu vornidge der Reziolumg 

tg <p •— cot rp — cot 2 cp 
erseUt. In gleicber Weise orgibt sicli nus dor Boziohmig 

(5) cot 3 cp= * cot <p - * tg(" + rp) + tg(* 

die Summation 

;—»+:(*(*+i) 

*(:-?)) 

_ + ••• 

X) Vgl. s. XU. 


)ie Gloichung (5) fflhrl durcii Integration mil' dio folgcudc: 

Hill <\(p 4 H in (f) COS '|- f/)^ cus — (pj- 

•sproelien woiUu-o IbodulddarsUdluiigeii: 
sin 4 <p H Hin (p cos ^ -|- gi) cos 'j — gj) cos g>, 

sin tup =-■ 10 hin <p cm ( * -I- gi) cos ( " - 7-) cos ('* " -I- g>) <-'*« ('{* 


-■ 9 


UHW.j 

ion <ln 1111 wicdcv ltcilicn vnu dor Arl wio (4) iibgoloitol. wordon ldhnion. 
olelm lYndukldurstollungcii dor knnidiniicn con ncp, him nq> (fiir gruizy.iihliges n > 0) 
OKU luiHiiilnliolior liol.mcbtct. in dor (im 12. Mai 1774 dor Aharlnnio vorgidogton Ab- 
ig 502 

Quomodo sinus cl cnsimts toujidonnn mtdliplorum per prodneia cxprhni qitmnl 
omnia 1 m, p. 500—521). 
lr iindol diose Prodnkto, z. II. 

«— 1 

cos 2 n tp =• [] sin (“^ 1 jr-g>) sin (* ^ 1 XA- gi), 

or wio in don Aldmiidlungeii 240, 247 1111 Stidlc von sin g>, cos (p dio GrofUm 
i (p -| i Kin q>, <f ■■■■ coh rp —• i sin (p lictniclitot und dnnn ;) n ± q n in I'nktoron zorlcgt. 
•or hilmlt dicKor Abluuidlung lindot sicli aiich im 14. Kajiitcl dor Tnirodnclio {Opera 
Id, p. 258—28:1). 

io droi Ablmndlnngcn 5!)2 vom 14. August 1775, 030 vom 15. April 177G und 055 
Miirz 1777 


Jk resolitlione [radioman Iransccndcntium in infinitas fraclioncs simplifies, 

Ik niullipliculionc ungulorum per [adores expedienda, 

tliones gcncralcs circa series, quartern termini secundum sinus vel cosin its ungulonan 

midtiplorum progrcdiuidur 

(Opera amnia Us, p. G21—(Hit), lie, p. 79—111 mul p. 103—177) 

nielits grumlHfilzlich Nones, aomloni zmneisl nur Wicdcrliolimg; dio ersto bcfallt 
t Fiuiiallniicliy.orlcgnngoii tiigonomctiischor Funklionen, wie sio siueh in der Ablmnd- 



ilurch Trennung 


dt‘s Realtcils and Imaginiirteils der Gleicbung 


(1 = l + 



-r 1 


+ ••• 


f rgeben (* = r(co« 9 = + is in?), 0 < r < 1, » nell; Verallguradnevmig a«f 
in der AiiELBc-heii Ablmudhmg ilbev die Binoiniulreiho). 

Am gleicheu Tags wie die zulofzt enralmto Ablmndlmig b5;>, niimlieli am 0. 
wurdo nucli die Abhaudlnug (>8fi 

Dihici(hiio))es super fonunlis, qnibitx .'.inns e( cosinns ungulonau muliiplomm ex jt. 

nbi sinwl ingenies dif/icid/u/cs dtluuniur 


(Opera omtin In;, ]). 28'J—310) der Petersburger Akndeimo vnrgelogt. Worn 
Selnvierigkciten, von dencn Elleh in dcr CbeiscliviU. spricM, voni bentigcn 
aus nla solcho kauiu ungcselicn wevdeu kSnneu, unci weiin aiicb gcgen din Lbs 
gibt, sicb mrmclies einwciiden liillt, so entbehrt die Arbeit doch in goHoliichtliehe 
liclicr flinsiclit niohfc dcs Roizes. Eulkh goht aus von dor Pormol, die 2 eos n 
n ~ 1, 2, 3, .. . als ein Polynom von x = 2 cos cp darstollt: 


„ n(n — 3) „ „ n(n 

2 cos n (p = x n — nx n ~ i + - x n 4 - 

1 * J 


— a )(« — a) . 
1 - 2-8 


(6) , «(* - 5)(« - *)(>» - 7) ..... »0 - G)(n - 7)(n - 8)(» - 9) 

+ 1.23*4 ‘"" a 1 * 2 • 8 • -i • C 

+ • ■ * 

Er findet es sondorbar, dafi die rochte Soi te abbricbt, sobald dio Exp on 
anfangen wiirden negativ zu werden, uud daB ftir ein negatives odor gcbroc 
rechte Seite, die dann zur unendlichen Reilie wird, nicht gloich cos ntp wird; cr fr. 
ist der Wert der recliten Seite von (6), wenn die dort stebonde Koihc als unc 
gefaBt wird, bei bcliebigem n, uiid wie erbfilt man oine Formel, die cos nep durch 
ausdrUckt und die ftir jedes n gilt? Urn diese Prage zu beantworten, gebt Eu 
Sotzt man 

e = cos (p, s = cos ntp, 

so ist dio so definierte Funktiou 6- von z ein partikulftres Integral dor 


1 


mg 


<Ir _ n % iU~ 


lch tl0V W a " rtj1 ’ ,locJ »»nliges Diftereuzioren entstehemlen linearen Dift'erentialglei- 
•/.woitor Ordmmg 


t/ a .s 

ii z 2 


0 - .:*) 


I Iti 

• , -h s- = U. 
dz 


ullgomeinoN Integral mil don zwei willlciij-licJtoji ICoriRhuifcon u, (i ist 

«(- -[• V^--- iV* -i- /s(; - y.?- |) n . 

•’dr tins pm tikuliiro Integral 


•s' = cos n <p, 


“ con (p gosetzt wurde, ist 


u = (i 


t 

o 


ImlrorflisitH crlmlt nmn iiIn allgoim-incN Integral dor Differentialgleiclmng (8) (lurch 
vmly, mi t (uiljcfitinmitoii Kooffizicnton 


A { - 


»(» — b) 
•I • s 


•1 • 8 • 12 ’ I 

-I- n (s'" -i- * ^ »-«.|. "(”: h v , ,. 4 V 

V r -1 ' d.H - ' 4-8- h / 

ngloiolunig mit (i)) orgibt 

W = 2»«, 

Vonii nbor mm Kiilku ftus (0), (II) oincrsoits unci (12), (1,3) andrerseits schliefH 

coa ntp = 2" *’ (V-" *«-* + ...) 

\ •! 4 • 8 ' 


. 1 Z' n 

“I- o« + i f-"' -1“ • * 


+ 3) _ 4 


_u _!_' £-m-4_i_ 

4-8 ^ 


riedor z =-- con ip gcsotzl wird), so bouchtol or niclit, daB (0), (tO), (11) unter dor 
icl'/.ung |,:| <5 l gelton, dio Heihcn (12) abcr fitr ,z\< 1 nicht Iconvergiorcn. Nur 
; eino pOHitivo gan'/o Zalil ist, lieben sicli in deni aul 1 dor rechten Seifce von (12) 





ateheuden Integral dor Dift'erenUalgleiolning ( 8 ) alle Gliedci mit negativen E 
man evholt also als Integral ein Polymim in c } dns mit cos nip ideutisch sei] 
kein auderes Polynom dor Differeiitialgleiclumg- geniigt. 

Der Inhalt der in den Opera postuma 18U2 verolt'eutlicbten Abhandlu: 

f'nothdio insignis cuinsdam paradoxi civcu nmlfiplicutioHcnt angidomm 

(Ojiera omnia Iig», }». 284 — 311) ink in der Ilfiuptsnche der gleiulie wie dor 
spi-ooheiipn Ablmndlung liSti. Im einzelnen siud die tfberlegungcn etwas and 

wird noch eiue Unterfinehuug der Potonzreilio der Funktion (i - 

o 

gefiigt, Aus Bemcrkimgen Eut.kbs in 810 (noch dentlichev als avis solche 
iibrigeus hervor, daft or schlieillich doch nicht so von seiner Lusung der 
cos >np als Funldion von cos 9 betviedigt war, win man nach den Lbei 
Arkeiteii vermuten kbirnte; vgl. insbesomlcre E 810, § 22; Opera omnia In;*, 
sugt. dork bei Botrachtuug eines Zahlcnbcispiels, dull /.war /nveifellos die l»oi 
divergenten Iteilien auf dor rechti’ii Soito von (12) don riebtigon Wert liel 
liicbt klar sei, wie man ilm duraus liereclmen ktinne; ein bedeutsames mi 
lielies Paradoxon bleibr Ubrig. Unci wonu er Rich notgedrungen mit seiner £ 
Definition der Ueihensinume beruhigt, obwolil sie im vorliegenden I'alio 
(lurch Ziililcmechnimg ontrntet, so betont or dock noclnnuts iu § 23, d 
Schwieiigkcilen ilbrig bleibcn. 

Die Abhaudlung 703 vom 20. Mai 1779 

Alethodus facilis inroniandi series per sinus cosinusvc angidomm midtipior, 
quarum itsus in unirersa lUcoria aslronomiue csi amplissimiu 

(Opera omnia Im, p. 311—332) mid die mit ilir zusammenlmngeiido, dei 
Tage spdtor vorgolegte AbliundUmg 704 

Visquisiiio ulterior super seriebus secundum muU-iphi cuitisdam unguli pi 

(Opera omnia Iia, p. 333—355) bohamleln mit gKickliohstem Erf'olg die v 
die Koeffizienten « 0 , « 2 , ... der Eutwickelimg einor Function f(<p) iu oi 

(15) f((p ) = a 0 4* cos ip -f a 3 cos 2cp 4 - a 8 cos - 

zu bcstiiumoii. Yon Smusreiben ist im Gegensat/. zur Uberschrift der Abba 
die Rede; das Fchlen dieser nabeliegeiulen Ergimy.ung, wie aneb dad Eului 
der Abliandlung 704, die 01110 dor bedcutcndsten seines Alters ist, gnuz geg 


0 mid w •■= — iet): 

» ’ 

(i ) ~ ( 2 A 0 ) "H A«0 ’I" A~ ra ) + A<» - I)®) -i- v A*)) = «o +"» + «a n + «a« + " ■ 


fid fill- p — 1, 2, I 


( ^ /’(O)H- CQ&Vtof((o) -j-C03 2vw/‘(2u) -\ -(- cos(»— l)v©/'((» - 1) w) -h COS nrr/X-A) 

W \* 2 / 

— a,. -f- (/ 2 »i — 1 « 2 n+i- ’h ^1 n -1 “h f I -h din- V *b «on +V -|- * • * 

Dio linko iSoito von (1(5) liefcrt, wenn niclit den genaueu Wert von « 0 , so doeh in 
lolen Fallen oinon guton Nhlierimgswort; obenso knnn die linke Seite von (17) zur Be* 
iclmung von « v (n = 1,2,..« — 1) benutzt werclen. In der Abhandlung 704 crsclicint 
mm /.uni erston Male dio uns houte so gelaufigo Darstellung 



(" — i» 2, 3,, . .) 


\i- die Kooflizicnteu der trigonomutrischen Reibo 


f(<p) — <( 0 -h a 1 cob (p -I- a a cos 2(p + a 3 cos 3 9 H- 


Zum SchluBsu wird drtnn noch die Roiho (15) in eine nach Fotenzou vou cos ip fort- 
ehroilemle Heibe mngoformt. 

I 11 der Abhandlung 747 vom 13. Mtirz 1780 
Dc serkbus mnmombilibus, qnibits sinus ct minus angulontm mtUiplomm exp-mere licet 

Opera omnia Iio*, p. 214—231) stellt sich Kui.kii die Anfgabe, die Kunktiou cos2a:w in 
ino IMnominlUooflrAiontenreibc 1 ) zu entwic.keln-. 


cos 2xco — 1 -|- Ax 4" H 


~ 0 q x(x-l ){x- 2) ^ 


1 • 2 


1-2-3 


J) Hinsirlillidi soldier Koihon diuf nut' dio Vorlesmgen Mcr Jiiffemmnredmmig (Leipzig 
>.0 von N E. Ktaumo unci dns boigcgoliene ansfillirliclui Litcmti.rvoi-zoiclniis, wio nucli m.f 
‘ Niinuraosclion ArLikol II U 7 dor EnnjklapMe der mall,. Wise. Hd. Uj.s (Leipzig 1923 bis 
27 ), S. 67b vcmioson werden. 

LiionnAnui Kui-km Opera omnia lie* CommonlnUonea analytical) 1 





cos 2 .no 


(18} 


j _ o ^ sin to sin to — 4 ^ ^ siu 2 w cos 2 to 

4-8 ( 3 ) s * n3 w sil1 w "*■ ^ (4 ) 8 * n * w L '° S ^' U 
— 32 ^ ) sin 6 co sin 5 to — f>4 Q ^ sin 0 to cos i > to 


+ 


Fiir sin '2xco ergibt sicli die lleilie 


sin 2tco = 2 (‘ I sin m cos co 


4 ( fl ’ ) sill" to sui 2 co 
\ J / 

-8 ) sin 3 ro cos 3to 4- i(i (^) sin 4 « sin 4 to 

4 - 32^'^ sin 6 to cos firo — 04 sin 0 <0 sin B ro 


Euler imteiliifU nicht, die rcehte Suite von (18) nfich Poif’.n/.tm von i 
dami mit tier Heilie 


, A x 3 ca 2 1G r 4 co' 1 

cos 2 .no •= 1-r-: 4-,. *)• 

2' A ’■ 


/u vergleichon. Das Ycvschwimlen des Kocftizicnten von x 1 diilckt sicli 
beiden lieihou 


2 2 3 2 6 

- siu a siu co — sin 3 to sin 3co -J- — siu 5 co siu 5 to — 
1 3 5 


imd 


2 3 2' 1 2° 

0 Rin 2 rocos2<o— sin 4 <0 cos 4 co + f , siu 0 co cos (i co — 
2 i u 


eiuandev ideutiseli gleich Bind. Zui Probe beweist er auf auderom Wcge 



aohtet die beiden nllgemeineren Roiben 


gt, dafi 


b sin to /> 3 sin 3 w , Ifi sin !) ro b 7 sin 7 w 

«-* • -y- - -o ---I- - 7 - + 

1 o u 7 


b~ nos 2 co // l cos -l io b n cos (i to b a cos 8 co 
1 ^ 2. -I.‘ G 8 + 


•*» ; ^ lu (1 -f b z -I- 2I> sin co) —j- In (1 -|- /; 2 — 2b sin w) 


/ — -j In (1 -f- i> 1 2b sin co) -f y In (1 -f & 2 — 2b sin co) 


lor im Fnllo b -- 2 sin a 




IV. DEE BINOMISCIIE SATZ. 
BINOMIALKOEFFIZIENTEN FORMELN 


Von den noun Ablmudhmgen, die in diescm Abscluiitt bosproelten wordcn sollc 
40‘G vom I. Juii 17715 

Ikmonstmlio thcorcmalis Nf.vroxrAiti do evolutionc potestatum binomii pro casihui 
quibus cxponvnfcs non sunt nnmeri integri 

{Opera omnia lis, p. 207—210) niclit mu* ‘/eitlich die erste; sie iet uueli von gtuiz I 
derer Becleutimg mid .Sclionheit. Eulior weist einleitoml diu-aul' bin, duli ihm in don 
lutiones calculi differentialis beim Hcweise dor ftlr '.r <1 giiiligen Gleicliung* 

(1+^=1 + (“)*+ ( g)® 3 + "* ) 

/ « \ _ «(a — l) (ft — 2) 1 • • (a ~ v i) 

U/” T~ii; 3 • • • I*.' 

fiir den Fall einoB belicbigen rcelleu Exponenten u eiu ZirlcelschlnR untcrlaufen isfc. I 
Abhandlung 4155 geht er nicht von der in eine Potenzreihe v.w entwielcelmlon Fun 
(l-|-a:)“ uus, sondem untor Anmilune eines vorliiufig featcn x you der ani* dcr roelilon 
von (1) stcheuden iteihe, die er als Fnnktion (p von « botraehtet. Als beknnnt darf oi' v( 
uetzen, dab ftlr gunzzahliges u — a > 0 

(3) (p{«) = (1 -h rt) n 

ist; anlierdem beweist er, dull die Fnnktion ip(«) der Funklionalgleiclmng 

( 4 ) - V*(« + /3) 

geutigt. Mit leieliton Ergiinzuiigen der EulkkscIibu ttberlegimgcn schlioflL nmn mu 
und (4), dafi iiir a\<l und alle reellen « 

9 >(«) = (!+«)“ 


(D 

wo 

(?) 


soin mulJ. 


Droi Jahre nucli riiesem selir Rebellion fteweifie fur den allgomoinen binomischeu Lohr- 
jab Euler in dor am 20. Mui 177fi tier Petersburger Akadomie vorgelegton Ahhaud* 
S37 

Nova demonsimtio, quod evolntio gwlcstatuni binomii jViwimiasa 
cdam pro oxponaniibus fmetis valent 

6 omnia It<j, p. 112—121) omen zweitcu I3u\vei«, dor ids iniflgldckt liezciclmot woideti 
Sohon die von Eulek tils solbstvorstiiiidlich gomaclito Annahnio, daB (l-l-.t)" sleh in 
oilie 

o 

kola liiflt, bediirfto pin os Hcweises, obonso die Belmuptung, daB alio Koefflzimiten a v 
>0 don Vuktor « Imben. Euler maclit dann don Ansatz 

Co 

(1 #)" f 1 — JsjJ b,x* 

0 

icht aus den Gleicliungon 

b, ~ a, -\- fl,_! (i- = 1 , 2, 3, ...) 

rm dor Kooffizicnten a v abzuleiten. 
n dor Ablmndlung 743 vom 20. Dozotnber 1779 

Dc serie maxime nwmomhili, gitu potestus binomial); s - quaccunqnc exprimi potent- 

omnia lie*, p. 1G2—177) nmcht Euler ftlr (1 4 - x) n oinon ganz anduron Roihon- 
niitnlich 

(1 + *’)" = A 4- ctil 4- «(« — 1)6' 4- (« 4- t)« (« — 1)D 
4- (« 4-1)«(a — l) (a — 2) J2 
4- (u 4' 2) (a 4- () a (« — 1) (« — 2) if 

lie ICoeffizionten A, B, C, D, ... Bind Funktionen von x, die Euler bost.iinnit, indem 
(5) uochoinamler <x = 0, 1, — 1, 2, — 2, 3, — 3, 4, — 4 nsw. setzt. (Eiufacker und 
ltlichor ist os, ciu bokanntes auf Difleron/.ourcchnung beruhondes Tnlcrpolations- 
on zu bonutzon.) Das Ergehnis ist dio lloiho 

a _ i «(« —1) x 2 t (a 4-1)«(« — 1) x 3 

+ n ~2 r+ic’ l " nr-i 

(«4"i)«(«—1)(« — 2) (a 4- 2)(a 4- I) «(« — l) (a — 2) 

H T^TT^'i (i"+ xf + (1 + x) 2 


4- • • •> 


die fill* a — 0, d: 1, dr 2, dr 3j ••• abbricht, im iibvigen fill* konvergien 

tier aber vou voruheiein njcht featsteht, dab ilir Gvenzwort (1 -}• xf ist. 

Dies beweist min Eulkr hiuterher auf gcistvolle Weise. Er sotzt 


1 *4* .t 


erhalt so filr (5a) die Sum me der beidon fieiheu 


s= , , (« + !)«(« — l)(tt - 2) , 

' ‘ " r i-2 _h " ".ii“.. 4 

^ (ft -h a) (tt + !)»(« — 1) ( ft -- 2) ( « — 3) 


61 




imd 


„ ,j_ («_+ r- (ft + a) (ft +1) « (« - 1) (ft - 2) 

rU r 31 —.“Vf- • - *^' -'-••• 


mid zeigt sddiefilich (sogar auf mehrere VVoisen), dab 

^ ( H-■■*)“+ ( 1 + (1 + x)«+ l - (ij- ,c) l -“ 

a + a > u ~ " a; -h 2 

mithin 

,s + ?t = (1 d- x)" 
ist. 

Die fibrigcii seeks Aldmndlmigeu, auf die in diesem Almcluiitl Iiiugewiescn isl, 
dein nicht sowolil vou der l'-’unklion (l + 3)<* ulu von don Bmomialkoefliv.ionten 

«(» — 0 - • 1) 

.. " „r 

l-iii* dicse filhrt Eulkr in der am 13. Mai 1776, also nngofilhr gleicbzeitig mil dc. 
wahnten aweiten Beweise tier Gloiclumg (1) vorgelegteu AbbandUmg 675 

Be mirabihlms propridatibus uncianm, quae in euolutione binomii ad potcslatcm 

guamcunquc erccti occur runt 

{Opera omnia lie, p. 528-508) das Aeichon [-?] oin, das sicb von dem heuto fiblichon 
fast niclit untersclieidet. Er loitot Formelu ab wio 



Ails (<>) folgl. fiir p -n, 7 = 0 folgonde iui dio iSjiit-y.e dev Abhandlung gcstellto Glcic 


0) 



2 ■ • 10 • • • (4 n — 2) 

i • 2~3.•' a ~ 


din mdlerlmib des ZiiKiimmenknugs mil.geloiU etwiiK Vo? , l)lii/fb/ideK Imk Edr (7) gibl er 
oinen midoren hilbsc.lum Bewois, tier sink auf tjbevlogmigen dev Waliischoinlie.ldceiUreeh] 
griindot. 

Kuucn ovkenut, d;iB das Pvodukt auf dor rccbten Soite von (7), win midi dev o 
meincvn Ansdniek ((>) sick dureh Betnfimktionen uusdrUckcn lillit; so fiiidet or z. 13, fill 
die lufegralditrslollmig 

(8) ■ v 1 ., 

(v -h «) fr-t'-'i i — :>-y< +n - l ,ix 

(I 

die dann hinterhor uilanhh, die uuf dev liuken Seiie. von (G) stekendo Ifuiiktion von p, 
mich fiir solcdic l/iillo zu erkliiven, in denon 7, n koine positlvon guir/cn Zahicu 1 
wobei freilieh nock von Khu'.k nielit ausdrilckliek korvovgokoboim Kinsukrnnkiingcn w 
do.r moglicheu Bivergen/. don Integrals (8) y.u mnehen wiiren. In dem hesondevon Ktdlc 
(inf dev linknn Soitc von (7) stekenden Snimne S(n) ergebou .sink fiir 
ussv. Wcrto, die zu 1 in rationulom Vorkiiltnis stehen, •/,. B. 

j >T 7 


/11 \_ 4 8 10 2-! 32 

‘Ha/ ” n ’ a ’ k ’ 7 'o' 


Jii'jww fragfc nneli, n-elclie Boziohimg zivischen n, p, q statt/imlen nnifl, want das 
tegrnl (8) in gosekloHHenov Form answertbar sein soil, uml or fimlct so im Fallo q ■ 
p = 1 — n aus (7), (H) dio folgondo Ucilio 

,q. _ ri 3 p 3 (ir — I) H a (» a —-1 ) _aiiij 

^ J “ i ‘ l " 1 . T T^Ta 1 “ 4^r. 2?j "71 

die fiir idle VVerto von n konvergiert. 1 ) 


l) Obor die Eiildockungsgoscliielito diosor Formed und iUmlkhev si oho I'lnc/iklopuclio 
■nuiifi. Wisse.psctiuftcn lb i> Loipzig und Berlin 1909— 1920, 8.35. Vgl. nuck dio Amnorkung S.I 


Die Abhandhmgen 584 vom 2. September 1770 
Be insignibus pvopridaiibHS unciamm binomil ad unvias quorumw pohjnomioru 

{Opera o»nria li&, p. 604—620) mid 709 vom (>. Juli 1778 

On evoluiionc potcsiatis polynomialh cuiitscimqiu- 

(1 -I- x ~b ni* -h ** -I- + eft-.)" 

{Opera omhih ]«•, p. 28—40) bescliuftigen sic-.li mil (ion ICocfii/.ioul.cii din Uoilio 

1 -|- -\- tt 3 a* -\- k ^: 3 -|- ••• 

fllr eine Polynompolcnz. tier Dorm (1 4- x -b x 1 4 --(-.V)" (>i- holiehig vcoll); 

Beziebungen v.wischeii titan KcmRtzienten gofiimlon, dnrimlor Vendlgemoinoi 
((i) mid (7). 

In der Abhnndlung HOB vom 90. September 1770 
Bcnior expositio scricmm illarum mnnorabilium, quae rx. unciis poicsfnlnm binimi 
(i Opera omnia Jig, p. 103—294) wlrtl der Znsmmmmhiing zwmebmi Roihen tier V 



und iihnlichcn Reihcn einovsmto und dor llolafunktion nnderoiHeiffi vortioR nt 
meinort; ein nimer Bewois fiir (0) wird in der A.ldumdlmig 72(1 vom 17. Soplon 

Jkmonslratio imujnis Oworcmalis nnmcrici circa uncias poirstalum binomii 

{Opera omnia Iig% p. 104—110) horgoloitol: von dom Produkto 


wire! z.ucrst dor z.woito Faktoi narh Potonzon von enlwiekolt; dmm wird 

Produlct in oinc Roihe nacli Poton/.en von s ningcordnul; doeb nimml, JCiu.Kii 
roichcndo Begrlindung deu zumichst nur miter Besohriinknngcn ftlr p y q } n gi'lR 
allgcinoincr in Anspruoli. 

In der Abhandlimg 708 emllioh, dio nm 8. Do/.ombor 1781 dor Akndomi 
wordea 1st und die den Titel hut 

Be unciis binomii caruuique inlcrpolatmic 
{Opera omnia Jt6», p. 241—286), geht Kulich von dor fill’ gauze positivo n } q <>1 



i (uml fiir bcliebige reelle n bei gn»7.en q > 0 Joicht zu bestiitigenden) Formel 


\qj [q][n~q\ 

ml venvemlel aio, um das Zoichen allgemoin fiir reelle n, q m [Minium Er 
Siitzc Jib wie die.sen: 

Die Ausdriicke 

ocnrr*) 

i i i 

f.r a ~ l (J — x) H - a dx • JV'- l (1 — .v) ,l - a - b dx ■ f a 0_l (l — y) n ~ 9 - b -°dx 
0 0 0 

[i ihron Wert nicht, wemi man die Huehstaben a, b, c nntorojuandcr boliobig vortiuiseht. 
jrden Jiuch EormoJn ungegoben, welcho die Bcreclmmig von anf dio Fiille zurUck- 
i, in deuen p und q y.wiachen 0 mid 1 licgeu. Aueli wild dor Verlauf der auf recht- 
ige Koordinaten x, y bezogoucu Knrven y = fUr gnuzzahligo Werte von j» untersuclit. 


iNHABDi Eulkhi Opera oumia be* Commenfationes analyticae 


k 


V. liESONDERK REU1EN UND FUNKTIONEN 


In dor Ahlmndlnng 72 

Kanae o bacyr.afioncH circa xcri es injiniias 
{Opera omnia In, p. 21(3—244), dio Eui-Kit am 25. April 1737 dcr Petersburg 
vorgolegfc but, bestimmt or iiio Smnmen seliv merlcwiirdiger Iteikcn der Form 


ec 



wo die n v ganzo (positive oder negative) Znblen sind. Den Aiisgimgspuiikl 
Roihensumnmtion, die Cm*. Goj.dbacii brioflich an EuufR samt Beweis mitgi 
uamlich 


( 2 ) 


1 = SL.T-. 1 ..- = 1 

id - 1 3 


r. < ? 2 


I 1 1 1 I 

7 8 + lfi * 24 + 20 


Dev Bewcis bennlv.t divovgente Ueihen, liifit sick nbor mit ErbuUnng (lea Gn 
ricktig machon, wic Uberlmnpfc allc Ergobnisso dicsor Ablmndlung 72 richtig si 
lichen Uberlegnngeu wio bei (2) leitet Eulkr noch woifcore Rcihcnsuniinen ub, 


+ 1 4 -!■ 

If. ~ 31 35 


V., __ 1 _ _ _ 1 i i 

+ 7 + ii 

- log 2 

1 + ... 
,^2 (2 a — 1)* — 1 8 n 24 T 20 48 00 T 

= A “ log 2 


J 1 


16 ‘ (13 


111 i.i 

4 .---(- . 

~ 80 ~ 2oS (524 T 


7 

4 G 


1) Ygh die Amnerkung In, p. 216. WoiU-ro Litoralur fiber dicse Goi.duaoh 
verwandtc Rcilien, sioho EncyklopUdic dcr mall/. Wins., Bd. ITj, S. 180, wo ilbrigcms 
rack noch Eulku cnviihnt wird. 


lzto clioser Beispiele. war mudi von Gomiii.U'II milgetoilt warden, docrli olmo 

, fill - (Ifii Imjlkk die von ilmi onttleclcti* Gleieliung 



i' 1 


r m zweitrn Toil der Aldmwllmig 72 leitol JirLKR uwlcre Reilica dor Form (I) «i/ ; 
nmohr die n t Priinznhlon sind odor doeh die Primliikloren/.orlcgmig der a, nine Hollo 
Er Ijowoisl zuniicdist die Rpatcvhin f'iir die Theories der UikmannH ehen Zciaiunklion 
ichtig gewnrdcno ldenlitiit 1 ; 



j 

j 


l\ dio Prinizuhlcn bedouteu (p l •- 2, jh - Ih ; " J j • • •)• ^ !l c ‘ v ‘^ cn Woffc der auf 
ken Soilc von (3) stolienden b’linktion §($) fur s = 2, 4, li, ... kennt, gelangt or zu 
crten von vjelon imendlieheii Prodnkten, z. R (Theuremu 9): 

Jritigi iimn Kir v -• 2, 3, 4, ... die Rrimzahlquadralc ji\ anf dio Form 

tf-8g,+(2ff r -|.l) (also 9 = 4 + ft, 20-12-1-13, 41) = 24 + 2f>, ...), 


rr 2 <i, -i-1 

'2 ~‘U 


J 3 

2ft 

fit 

8ft 

14ft 

12 ' 

' 2.1 ' 

' i;o' 

' n'i ' 

’ Ml 


3 

2 1 


’Thenremu 12): Zerlegt man I'iir v >. 2 dio Priinzalden />, in zwei Smiminmlen r, |- /q., 
XilVorenz | at, — )\ ] -- 1 ist mid von donon r v eino grnido, cine uiigorndn Zahi ial, 


>V 


2_ 2 4 (> 6 8 10 12 

1 ' Ts ’ 3 ' ft' ‘ 7~ ’ 9 ’ 0 ’ l i' * ’ 


Icrcn von JiIulkk mitgetoillrn Rcihensmtimcn ist sein Bcwois unvollRtnndig und kann 
t tiofcr liegriidon Uberlegnngen der Priinznhlentheorie, J'iir die dicso Hoiken von 33e- 
* goworden Bind, rielitig gcnmclit warden; liicrzu gehbren dio Summationon 2 ) 


00*00 = . , 1 

1 1 “ o 


1 

ft 


s- A + 1 -i- 1 

1 7 r 9 r 11 


1 _ i 

13 1ft 


" + •" = v (Tlieoroma 1ft) 


) Audi hdroduelio § 283 (Opera omnia 1ft, p. 299). 

) Vg). E. Landau, JfandOuck der Lchrc von der Yr.rlcilunp der Primzaldcn, Loipzig und 
:fl09, lid. 2, S. ft71 mid 673. 


uml 



*00 = ! 





i 

.. .u 


I 

7 


1 

8 


J + 1 

‘l 10 


0 (T 


[Dtiboi ist 1(1) — I, !(*/) = I— 1)' I'iir uin aits q Primfnktoren (inolirlnche m 
/.usnmmengesebtes v ; i(v) iat Null i'iir gerudes r, -\~ \ t'Uv v — 4 ;i -f I, — 1 t 
Don Sell 1 iiD tier Abhimdlimg' 7’2 bildet nine Hrinerkiing din i 

Sohreibwoise etwn so fossen wtlrdo: 



(vgl Landau, a. n. 0. Bd. I, S. 102; (V) bedoutet in diescr Formel die grdfHe 
gauze Zahl). 

hi der Abhandlung 247 

De svricbns divergentibus 

(Opera omnia Iu, p. 685—017), die am 27. Oktober 1740 dor Berliner mi 
1753 der Petersburger Akiideinio vorgelegt. worden ist, setzfc EuMiit tiuafuli 
drUcklicb soino Meiming lib or den Gobrauch divorgeuter Koihen auseinmider 
tber diese gmndsiitvdicben Fragen wurdo in der Einlcifcung diesor Ob 
licit beriebtet. Es bleibt tlaber nur nocb ilbrig, auf die besonderon Beispielo 
denon Eulkr in dor Abhnndlmig dc seriebita divnrgenlibiiB seine nllgomoino T 
Nocb ehe diese Abhandlung 1760 irn Drucke orsnhienen war, lmlto c 
tuliones calculi differentially 1 ) durch die Substitution 


die Rcihe 





s 


2a 

1 + * 


fl,,;E v in eine Roiho b t 


2a 

TT* 


transfonnieit, und er hafcto bomerkt, dafl die Roibe b t konvergioron 
* 0 
die Reilie zu kouvergiemi brauehfc. In solchen Fallon betrachtot er di 

o 

Oft 60 

^7 als Summe der divergent-en Keiho a x . 


1) Partin posteriori* capul I: De transformationc scricrum; Opera omnia Ii 




animnkrt ivenlen kiim.cii, mid mrmchl <w dmm m,( die den liauptsilchlichen Gegimutand , 
AbliamUimg 247 bildomlo liypeigcometimOio J?eiije l ) 

^ l — ( 2 - (i -|- 2d - 120 -f. 720- 


anzuwoiuleii, die or uIh Wort dor l-nnklion 

*(*) ■=-. x— x* 2! X 2 ~'M *» + 4! — a* _ 


* lu, ‘ r: '“ 1 ,lllsit ‘ ilL On or (vim hub heute mehl wumlern kann) z\i keinem Erfo 

^tnu-htet or dio Kcihc (4) n | 8 Wort iiir ~ 0 ouier ganz anclere.i Fiuiklir 
nimilieh nls Sumnio dor Jntorpohitionsroilie 

*(*) ^ 1 + (* - >) d' (* - IK' - 2) + (* - 1)(* - 2)(a- - 8) + ■ • • 
t'lir .r = 0. Er biblut dio Write 


1 1 1 

Vo)' -p(2 )' g>(3)' 

imd vorsucht imeli don Uogoln dcr Dift'crenzenrechnnug dio Eunktion -i- in eine Into 
polfttioimroilio 


(«; 


<P (:r) 


to + (* - I) -|- t\(a: - i)(.r - 2) + c 3 (x - l)(.r - 2)(x ~ 3) + 


J) Wogon diosor TU'/.oiolumng vgh S. XLL 

2) AllorditigH golangt Kuu:h zu dor Nuhorung 0,68 dos richtigen Wertos 0,596,..; alx 
boi nndornr Anovdnung dor Redlining, insbesondoro, woim or dio bemitzte Roihe an einer spiitere 
odor frithnron Sodlo abgobrochrm IjiiUo, wilro dio Annfihorung scbleclder ausgefalteD, so daB di 
Vornmlnng orlaubt ist, dio gcfimdono Nftliorung soi nicht unbeoinflufit (lurch dio lCenntnis dos an 
ftudorom Wogo (vgl. obon (8), (9)) gofiindniion ncldigon "Wertes. Euler bezeiefmet sotbst dies 
soino orsto Motliodo als niebt roebt gooignot (non satis aptam) fiir oino gonauoro Berecbnung. De 
aoobon gomacbi.o Kimvimd gilt aucb liir dio boiden niichston Boreclminigon, welclio dio obon mi 
<p(x) bo/.oichnoto Funldion bomdzon und ungofltbr dio gloicbo Geuauigkoit wie die ersto orreicken 
Mulku solbst hat sieli diosen Einwnnd gomnebt (vgl. In, S. 600, ersto und folgondo Zeilon) urn 
sohlioBliuh aucli dio boidon von <p(x~) ihron Ausgang nelnnonden Wcgo vorworfen („baoo mothodu 
non satis osl corta“; „boc raodo noquo satis tuto noquo satis coramodo ad cognitionom valoris J 
porvomri potest"). 


7 .u entwickeln. Die Hoffmmg, den £<*m-liten Summenwert tier Reilie nU dr 
rechten Seite von (ft) m gewinnen, sclieitert nn der Diverges tier Reilie 


ergeht es beim Versucb, ln ffV (.r) shitt in vine Hcilie tier Korin («) 


Kacb dieson KehlschlSgen keln t Ecixii wietler zii tier Rcilio (ft) zuriick u 
sie formal der Differeutwdgleicliung 


,,s + JL - ■*- ~ 0 

d.r ^ .r 2 .1 


gentigt mid clad andererseUs 

- r ° i( 

( 7 ) s{x)~ c* j —■ 


<11 


das ftir :c = 0 verschmndcmle Integra! dicscr Diil'ercntialgleiclmng ist. 1 ) 
nnd (7) % = 1 setzt, komiufc Eui/v;n m der CUeichuug 

1 — 1 + 2! — ft! -k 4] -ft! + 


( 8 ) 


i - J. 


J x 


Das Jiuf der redden Seite von ( 8 ) stolicmle Integral bereclinel er m 
tvapezvorfaliren, wobei er die Strccku 0...1 in 10 glciclie Teile toilt-, mv 
donen vier richtig siml. 

Zn einor zweiten Summierung der Rcilio (ft) gelangfc lOnuiit nocli m 
selir merkwlirdigen Wege: Er erUennt, daft dicse divergence Reilie Rich ci 
den Kettenbrucli 

x 


x 

.1 + —- 


1 + 


'2x 


l +-- 


w 


I + 


'lx 




1 + - 


3 x 


1 + 


4 x 


4x 

1+ fiV 

,+ i+. 


J'4- 


l) DaC hitsiicliUcli lim -- - — = 0 ist, wird vod liur.int nielit ausdr 

*->o - 1 

e * 

folgt after loicht aus dar sog. De L’Host'iTAi,schon Hegel. 



LH’KHeri'it iNimennigswm 


0,59ii:j473tiaj;j7g, 

dor iuil' noun Do.zinmlsIoUon rioktig i 8 t.') 


Zm„ Sol.l,..*. dor AI.I,U,.,II„ 1 W Ml veraUgonieinei t Bulb* die zwischen der Reihe ( 
und dem luiUiMiinueii 00 gofumlon,. Ucichimg, indom er zcigt, dal! der kcmrer™ 
KoUmibrueh ° 


ill x 


l -|. 


n x 


(10) 


()» n)x 
. . 2 n x 


1 -I- 


(»» + '2ii)x 


1 


3 )i x 


I -f- 


(m H- 3 a- 


1 + 


•I n x 


1 H- 


ijjm’Ii 1’oloiizoii von :<■ vitUvickcli die divergento Roilio 

1 -- w.r -1- m()>/ -|- n).r 2 — m(m H- v)(i/i + 2«).r 3 
-|- »i(w ti)(m - 1 - 2h)(m + - 


(H) 


litdttrl. hr notzl. iitHhcHomlcrn ui -- 1, ;i — 2, ,r 1 nnd bestimmt rturck don sick so crgobcn 
di*n YVoif. <Iok KoUtmbnu'liK (10) die Snnnno der Kcihe 


y.u 0,l>r>ri(i8. 


i •• i -i-1 • ;•) -1 ■ :i • n -i-1. ;i. f). 7 — i. n. r>. 7.0 +... 


Dio Unloifmohnng den ZusrtmmcnlnmgR zwischen dem Kcttonbrnch (10) und d&i 
({oilif 1 (11) winl wiedorholl in dor Ablumdhmg 010 vom II. dnnuav 1776 


Ik fransfonnaiione semi divergeniis 

l — «//>• -|- »i {») -I- n)? z m(w -I- «)( w "I" 2«),? 3 "k m ( m 4- »)( w + 2 n) (»i + 3m) a- 4 — etc. 

in fraciioncm continuam 

{Opera omnia In, p. :M—d(>). 


1) Vgl. Juslitulioncs calculi (lijj'crrnlialis, partis posleriaris caput I; Opera omnia Iio, ius- 
boHoiubro ancli (lit! AnmoHamg 2, }>. 226. 




(Jn eiimn Anliaag- zu tlicser Arbeit wird der Bnoi/ftCKW ache Kuttmibrueh*) i'i 


in die Leibnik eciie Reihe 


1 


1 _j. - 

‘l 

2 + - - 


26 


2 + 


•19 


81 

2 + ^~: 


I + i- 1 . +i 

3 ' 5 7 ' 9 


nmgefonnt, als deren orster Entdecker rait Recht Grkooky genatmt wircl.) 
Die drei Abhandlungen 326 vom 21. Dczomber 1763 


Ohscrvationes anahjiicae 

C Opera omnia Iis, p. 50—66), 551 vom 18. Mai 1772 


Varia artifcia in serierum indolent inquircntU 
(Opera omnia I TS) p. 383—399) unit 722 vom 17. August, 1778 

Disquisitional anahjiicae super cvolntione poiesiaiis trinoinialis (1 -1- x -)- xx) n 

(Opera omnia Its*, p. 56—103) bclmmleln eino und dieselbo Aufgabo, niimlich tlio fo 
u n soi der ltoeffizient von ,t" in deni Polynome, das gleicli (l+a- + ^) , » ist (« = 0,1,2, 
j7 fl _ v eui in dem niimlichon Polyuome der Koeffiziont von x n ~ v (utul damit /,ugloi( 
11 + ) ^ w )> 158 bamlelt sich tlann darum, wolelio L’unktionon dargestcllfc warden 

dio Heihen 

00 

2 ft'®"- 

o o 


Das Ergobnis, dns sioli voltstiimlig aclion in der orston dor droi genannfcou Ai 
Hndet, lautet 


2 


p or. 


X 1 ' 


Vi 


i_ 

2 a; — 3 % 2 


00 



In dioser Arboifc lost, Eui.ru nueli noch folgomlo nllgemeinero Aufgabo: Wolcl 
'vci,n y n der Koeftizient vou a* in dem imch Potenzen von a,- unlwickelUm Pol 

1) Vgl. S.VII. 


Die Antworl luuU't: 




y/ ' y ;r“ .. _ 

0 Vl -2bx -f- (A 2 - 4«cH- 3 ' 

Dio buidon aiidemt Arboiton 5f» 1 mid 722 briugun koine noueii Ergebnisse, nnti 
seheidcm Kick nbor (bes.mdorK 722) in dor Boweislillirnng von 320. 

hi don dm onviilmleii Aldmndlnngen steekt vicl bowundeinsworter edit Ei.'LLRsch 
bcluuffihni; oh ini. niehi. iitizumdimon, dab miter den licnligen Mathcmatikcrn vicle iind 
gonug Kind, inn die Siil.ze von 52b howoisen y,u kbiinen. VYonn trotzdem diese EbLliRschi 
(Jiilimnudnmgeii koinen I'lutz, in dev Gesoliichte dor Malhomatik guf’umlcn haben, so liegt 
duiun, dull sin ulmeitu nullin' /nstunnn'iduing mit don grolien Eragon der Wissonseiiafi stoht 
nml daher molir don Uindruo.k oilier sohr goislroiobon Spidered maclion. Den gloicben Eii 
druok mivoltlo wohl oin .luhrliimdorf. lung die im Jnliro 1749 in der Berliner Akacleinie g 
losmie, nbor oi'k/. 1708 godrndcle Abhatidlung 302 

llcinarques sur un ham rnppurl cnhr. lex series drx puissances /ant direch-x qua re'eiproques 

(Opera awuia hr-, p. 70—-90), bis dunn Uiumanjc in seiner berilhmton 1859 in den Mount: 
bomditon dor llerlinur Akudoniio ersebiononon Arboifc 

liber die Anmhl der 1‘rinualdcn unlcr oincr gegebenen Grbfie 

(VVorko, 2. An Hugo, Leipzig 1802, S. 145—153) nline fCenntnis der EuLKliselum Abliniu 
lung 1 ) don gloiclien GegeiiHiinid uutgriir, der von da an burner molir in don Vordergruu 
uuitliomatiHolior k'oiHcbnng liielcb'. Dus Ergelmis dor Ablmiidhing 352 ist die Eunklionai 
gleiclmng dor Emikliim 2 ) 

oo 

£(- s ') " 1 + 2 » + y + + " ■ 

1) Anf din gniiz vorgossouo Loislung Emmas hat erst im Jalno 1894 Cahbn im Band 
1 Is dor PuriHer Amiules de lAeofo mnrndc aufmork.sam goinaeht. Herr E. Landau bat claim ii 
Bnudo 73 dor JlihliuUtcen nutt/mnnUca 1906—1007, S. 69—79 auf die grollc Bedoutuug dc 
Eunnuselirm Abliandlung 35*2 hingomoson and dio Ein.niischmi Ansiitzo liinsichtlich dor Strong 
der llinvoisfillinnig orgiinzt. llnute kaiui man dassolbo schnoller orreichon. 

2) Unlor f(.v) inflgo gun/ im Sinno Kuums nielit nur dio auf dor reebton Soito dor obige 
Oloicbiing Rtolinudo Koihe, smvoit sic konvorgiorl, vorstandon wordon, sondern zngloich die dure 
analyl.ineho t’ortsulzung diosor Hoilio sick ergobondo moromorpho i’nuklion. Ebonso bedeuto <p(s 
dio (lurch din Iteihn auf dor rochton Soitn vnn (J2) dofmierte gauze Eunktion, gloichviel ob f(l 

booNiiAKiu Hoj.Kin Ojioni omnia (m* f'oimnHiialioiion nnrtlyliotio 1 


odt;r eigentlieh die daunt gleicbbedeuti'inle Fimktionalgleiclmng der I'uuktion 

l> vp l) , + l , 1 , ! 

( 12 ) ,p(.s(l = {<«) - £(>} - 0 - =2 “ 1 - * + 3 « ' 

Diese FunUtioualgleichmig lautet 


(13) 


>p( 1 — s) _ 

v{s) 


# — 11(2*— 1) sn 

I- ly. - 1 cos ; 

— riTt* 2 


ilabci bedeutet [s — 1] die Ei’U-itschn filler mit V(s) bezeichnoto Kunktion. 1 ) 

Dei- KiiLKRsebe Gedankengang Hi lit sich in hentigor He/.eiehmmgsweiso otwu 
stotlen. 

DnB 


(13a) 


V(2« = ( ‘ 


( 2 *■)! 




ik 


ist (k — 1, 2, 3, . ..), Imtte TiiXKii schon fillher bewiesen (n. den 1. Alwndmitl. dir 
riebtes). Amlrersoits crbielt or i'iir s — — k (f; - ; U, 1,2,3,...) divergonlo Uuibon, 
sununleren kounle 2 ): 


( 14 ) 


k + 1 


(k - 0, 1, 2 


Dnbei war die linku Suite vun (14) '/.uniichst erkliii t alu Werl fllr .r -• 1 do 
die Potcir/nuho 

00 

(14a) 

0 


defmierten rationale)! Funktiou. Da sowobl /*..( 1) wio </■«(—/<;) durc.b (Ho divergent 
auf dor linken Scito von (14) dnrgestellt werden, orsebien fllr die (i 

/jb(l) — tp(— k) selbstvorstiindlieh; dor in Wirklicdikeit nolwcndigu lieweis orgibt wit 
damns, da II eiuereeits dio gauze Funktiou (p(s) filr jeden boliebigen Worl. ,s* 1hbI>i 
ftiv s — — k dmxb CesaroscH© Summation avis der Ueihe auf cl ev vculvton Soil a \ 
boreebnet werden kann und dafl anderorseits f k (l) aus der Reilio auf dor roehlen S 
(14n) mit x = 1 naoli dem gleichen Verfabren gewomion werden kann. 


idnon gerad© awgonommonon Wert s Aieso Reihfi konvurgiert odor niebt; und f k (;c) ,soi dio 
Funktion (mit Jem Polo — l), die fitr | a:i < 1 dnrch dio Potonzroibe nuf dor rooliton fi 
(14a) dargostollt wild. 

1) Vgl S. XI,I. 

2) Vgl. S. XXVIII, wio aucb S. XLTI mid dio Amnorkung <1 dasolbst. 


Die anf der nsehtcn Seilu von (H) ungcgebenen Zahlenwerte fiir f k (l) = cp(—) 
iialto I'jL'Llili in dou Fallen I: = 1, 2, {) zuntielisi. iliuinrch gefumlon, daft er die Fuul 

iionen fk($) wirklieh bilcleto, z. B. 

1 - m X -I- 302 ,r a — 302 flj 3 4- 57^ - a 5 
. 0+"^ 

imd x— l eiusetzte (Ii6, p. 72, z. T. mdion vorhor Last. calc. diff. pariis jmlerioris caput 
Opera omnia lio, p. 217). Inn aber (14) ullgeniein fur jedcs gauzzaliligo k > 0 zu bewojsei 
selling- or in .[£ 352 eiuott nti/leroivlentliclt kiiimen Weg- eid: Er seUfe in der Forme! (2n 
von 8. X /‘(a) = A woilurcli die reolite Seito zu einer eiullichen Sumnie olme Restglic 
wild; dann wiihllo or a = 0, /{ — 1, lied links m unemliudi warden und rcolita alles weg 
was von b — a 4- mh, d. h. also von m abhing; so belaun or (14) aus jencr Formel (2a). 1 



1) In den lmtitutioncs calculi diffcrcnlialis partis posteriori* caput I (Opera omnia Ik 

CO 

p. 217) maelii Eurxit, niielulem or eikamit. bnlto, dab dio rolumonteu Roilion ^,»(— l)*’ +1 i- fc a 

o 

raiionalo fiir x 1 endlieh Idoibondo Fiinklionen dur.stollon, oinen Rcwmsunsat?., dor zwur nich 
•/.U deni allgomoinen Gosolzu (14) filhrtn, abor dock crlaubte, dio Uoihoii (14) fiir jodo9 oinzolu 
k zu .smnmioren. Idr zuigto: dio ToUsummon S\= i k , £' a — F- — 2 ft nsw. dor Roilio (14) lapst*- 
sich mittnls oiuos gowiss'tm Rolynonis P k (x) vom Ormln k So diirstollon: £'„ = C k 4* (w)» 

G k oino Konsianlo ist and das oboro Zoichon ftir gonulcs, das untoro fiir imgerndos n gilt. Eule 
acldioBt min so: n — oo jsl wedor gerndo nocb ungerado, also ist d. ii. dio Snnnno dor un 
omllichon Roilio (l'l), gloieb C k . Dor Km.miselio Ansatz liiOt sich leiclit zu oinom vollou Be 
woiflo vorvolfslihidigon: hst <p k+ , (#) das BniiNOurxrsclio Poly/iom dor Oi-chuing k-{-1, so is 
offonbnr fiir gorado n: 

Un ~ <Pk i*i ( n 4- 1) ~ h 1 Pk + 1 (\y + -l) i 

fiir ungorados n: 

ti»~ g>t+,(n 4- -1) “ h 1 rp* i -1 (v 4- -,y) ‘ 


Bonnlzl man zur Umformmi/;- diosor Gloichung das sogon. MuHiplikationsthoorom dor Bbunoum.i 
schou Volynomo (Jc > 0) 

2 fc i- * — 1 


( /T*\ /t J \ 2**1' ^ J 

Vnn ( y) 4- <pam (o 4* g ) j 4- 

so orldilt man dio von Burma gefundono Gloiolnuig fiir ti n in dor folgondon genaueron Form: 

K. = —- 1 - B k , t T »* ( Wt , (" -M) - (f + 4) , 


wo wiodor das oliore Zoiehon fiir gorados, das untero ftir ungorados n gilt. Man erkonnt loichi 

2 fc + > _ i 

dafi boi dor Bildung dor Hormiursoluni Wittol dor S n our dor orsto Summand —74+ 

von Bedoutung wird, vvoraus (14) folgt. 


1 


Die Gloiehungen (13a) mid (M) i'iir die Funktionsuerte qo(2A) m 

dio Riebiigkeit. der FnnkUomdgloidnmg (13) t'ttv s=2, 3, 4, ... Daun 

bcideu Seiteu von (13) nucli den CJremcilbergung- a—> I und fimlet so I: 

-* 1im l ebrnso fmdet vr beiderseits dundi den fireiizUbergaiig s—b ( 

2 log‘2’ 

Nnchdem so tlio Riclitigkeit der Gleiclmng (13) nocli filr a 1 mid s ■ 
wird sic mittels der bekannten t'lir die Gaiinnnfmiktioii gelteiiden Glcielm 


W (~*l = 


XlT 

sin Xu 


atif alle ganzznbligen s 0) ausgedehnt. 

Fur s'=v ergibt sich die Riclitigkeit von (13) sofort, da - 

J W 


Fall s = y aber wird von Fulkr durch Znlilenreclmnng naeligcim'li't: di 
soforfc den Wert 


3 ±V‘ 2 = 0,-190)773 ...; 
2.7 ]/2 


filr die linko Scite aber erreclmct Euler eineti Zable-invert, der mit di 
6 Stellcn iibereinstiimnt, iiulern er folgendormnOon vorgoht: cr dofiniert 
divergent© Keilie 

l —]/y r V’i — V ‘1 + V& -, 


lierechuct die. Smmue der eixten 9 Glieder mid den Rest initials seiner 
demselben kilhnen Wego, aui‘ dem er dio Gloiclmng (M) ubgeleitet Imfct 
Nadi der Feststellnng, dab die Fmiktionidgleielimig- (13) t'llr all 
sagt. Filer, man kb line an Direr AllgomeingUltigkcit nieht. imdir zweite 
klnr diiriiber, dab ©r keinen vollen Rowois geliefert liai. 

Euler hotnu-liiet aucli dio Kmiktion 

(i(s) -■= 1 — ;j< + ~ t — 7 ,+ • • • 


= V (- 1 )" 

'4 1 ( 2,, + O” 

mid spricht die Vernintung uus, da.fl sic der luiiiktionalgloicliinig-J 

t,'(— -F I) [.< I V .sir. 

>li (X ) it* 2 

1) Dio Fuixasclion Ausfiihvmjgen zu cinoni dan liouiigen Anfordenu 
wdso auszngestalioii vdlir eino loluiondo t'bungsmifgabo. 

2) Dioso Fmiktionalgleichung wm-do mit dor lleseliriinkniig auf positivi 
von Mai.mrten* wiedorgofanden und bewieson: Specimen nufili/iicum etc., Up: 


(,e.tte eimjeaurr ra, ferine line cxpirssiuu plus simple ijue la part'd,ntc; June, puisqu'.l 
vsl iffulemail eerluinr, il „ „ d caper,;■ iramillcra am plus de sucres ,i a, climber in 

demonstration purfuile, ,j„i r,c mnnqucru p„ s ,le repandre beaucoup dc lunmre sur quanti 
d'antres recherche* do. colic, nature. 


FiIUA-.hh UolYnung, mitWn dor PunkHoimlgloichimg (13) vmy Summation dm- lioilu- 


-I- - 

02fc-ll 1 '(2J-+1 


i 


,j 2 fc i 1 '■ -JlAr + l 


Uir h -■■■ I, 2, .1, . . d. Ii. also /,ur linnitielung dor Funktionsworlu (p(2!c -|- T) zu golnugei 
(M'wioH nidi ill* tni£mnc,li, dll dieso Fmiktioiwwurte vonnUge (13) in dor Form ■ eisr.ludm-i 

or wnndto zwur am Behind der Abhandlnng Jin 2 iiuf dic.sr; Ausdriicko die sogpiiaiuit 
De L’lIosm’,\!..sebr lie-go) mi mid golaiigio m ffleiclumgen wie 


(In) 


1 J . 

J 

1 

J 

2 :1 

:i 3 ‘' 

' 42 ’’ 

l " f> a 

, 1 
- yii "I' 

i 

i 

1 

8* “ 

.|6 _l 

h f) B 


odor (jiiioIi lnirlil.cr Ilmrommng] 


•i n” 

~ — (1 log 1 — 2 2 log-2 JF log I) — 4 2 log 4 

- /.t, (* 1 ~- J4 ^>g2 4- dMog.i - -l 1 log4 + 

usw., 


(Ion) 


1 4- 1 -U J + ... 
3 s 1 d 3 * 7 3 + 


(- >2 ^g 2 


J4 a log 3 -b 4 2 log 4 — • 


) U6W., 


dooh liollon sick damns koine woitmoii Scbliisso zielien. 


inlcrjratiliUs quibusdam dc/inilis, scriobnsquc infinUis, Journ. f. d. reine ». aiuiaiHaidte Math. 8 
(1H49), B. 17. Tin gleiehon Jnliro 1849 stnllto auch SnuT.dMii.ru mit dor niimliclieu Bosch liinkun 
clioso Fimkliowilgloielumg auf, uin sic dann 1868 ?.u bewoisou: Lchrsatz, Archin tl. Moth, i 
Vhya. t2 (l8i9), B. 4 if>; Ulter cine Biyenschaft yeivmcr Iteihcn, Zcdschr. f. Math. u. 1‘hijs. 
(18. r )H), B. 1JU). Wodm- von Mai.mstkn nock von Soiilomiuoh wird IOui.kk onviilmt. 1m Joliro 187 
lint dnnn Boiu.dMii.on wiodor untor dor Wnnssotzung 0 <s< 1 die ftru-niscltc FnnkttODalgloidiuii 
(13) fur fp(.s), dio mil dm- fiiv £(.s) gloichl>odt?u(ond ist, hewicsen (ofl'cnbni- olino Konntnis dor Voi 
giiiignvficlmft Fur, bus mid Uibmanns): liber die tsummen eon Pote.nzo.n dee reziproke.n natilrtkhe. 
//alilcn, Bor. dee &'fichu. Go*. it. VKfVw., math. Kt., 21) (1877), S. 106; Zdtsd/r. f. Math. u. Bhi/s. 2 
(1878), S. 13d. Dio oft wiodcrliolto nnd auf oinor Vorwoclischiug bondiendo irrtttmlicbo Helmut 
tang, BanM'i.Mii.oK linlo seliou 1849 mid 1S5S die Ei/i.ukscJjo Funktionalgfoichung (13) fiir q>(.' 
wiedorgofmidon und bowio.son, wurdo von TjANoaii in dor S. XXXI Anm. t onviibuton Arboit boriclitig 



Dio Uulerfiiichungen tier Abbandlniig 3f>2 werdcn wicder fmfgcnommen und I 
wiederholt in dor Abhnndhmg 432 vom IB. Mai 1772 

KzerciUtUonc.-i amtyticac 

(Opera omnia 1(6, p. 131—insbcscmdere nber wenlen die Bemilhungon urn die 
(16), (16 h) mifc grollem Nachdnick, nber olmo endgiiltigcn Eiiblg forfcgeset/.fc. Dio ci 
clieser lloihen, niindioli (Ion), miterwiift Eclur mit dem gair/.en Aui'wnnd seiner ni 
Btehonden Rcehenkunsfc (,,caicuUs (ubnodnm iugeniosis wio cs ini Summarium hoiRt 
wieder neuen Idinfoi'imnigeii, ohne dns crwihischtc Ziol zu errciclien. lin eiuzolnon k 
iiber rlicsc sehr geislvullen vergoiilichen Ueimihnngen niohfc boriehtet werdrn; ids 
sei nnr folgende IntogitddnrstcMmig inigegebeii: 

JT 

2 

111 rr a C 

1 + g 3 + v ,3 + 7 3 -f- - ’]• log 2 + 2j (p logsin <[ d<p. 

0 

Iii clcr Abliandluug 463 vom 23. November 1773 

Insignes propricfalcs scricnnn sub hoc termino gcncrali conlcntanun 

x = 1. -h (p + qYlc) r ' + -j ^ ^ (p - q Vlf 

(Opera omnia lis, p. 185—200) untorsuckt Eui.hu den in tier Oborselirift mil v 
ncton Ausdruck, filr den or nuch abkiir/oiid fv n +gu n odor noeb kiirzer [»] sclmii 
vcrachicdeneu Richtungen bin; wir wollen im folgeiiden, uni VerwceliRhingcn mil 
7.u vcrmcidcii, /’(«) aelircibon. Eui.ku beweist flic Rckmsionsformel 

f( n -i- 2) = 2pf(n -h 1) - rf(ri), 

wo >• Rovicl bedentot wio p 2 — Arg 2 , lerner Formolu wie 7 .. D, 

f(n-\- 1) = P/’(h)+ qV~kf(n) 2 — (lut* — b 2 )r'\ 

Dio writer von ibin mitgeteilten Formcln, die durcli p uud r misdrild- 

v Q « B = 04jo° — OG p 4 )- + 36 p 2 r 2 — 2r 3 

slnd vonvandt mifc don Formcln, die cobh<jp durcli dio Potonzen von cos (p ausdrilri 
gelien in diese ttbor, wenn p = cos <p, q = sin <p, Jc = — 1 gesetzt wird. Nobou dor J 

x— /’(«)“/’* •«" 

betraohtet Euler noch oine awoite itbnhch gebauto 


y = (p(n) = g. v n + •>?• «' 



xi/, IV, J X/JliU .U/ilO J. QPjiVXJ i JjAAA VJi 


“ + v& 




Rr /.eigl, dab zwischen r und // idonliseli 


dio qundratischc G loud mug Ix-stehi. 


(«U - l^)x- - SUtuk - h(f)xy -)- (n 2 k ~ b*)ij 2 -I- (*/f - ubfr n ~ 0, 


vorglekdtt Rio mit dor allgomeinen Gleichuug 

Ax 2 ~ 2 lixy + Gy* + Dr’ 1 = 0, 

iiir diose Lommgon r, ?/ zu gowiimoi. Die Abhandlung miindet so siddioblioh ins 
eiitlicoiotisclio, wie micli dio bciden ihr bonaciiburton Abimndlimgen 452 mid 454 sicli 
Zablcntheoiio beschiifljgon. 

In dcr Abhnndluug 477 vom 4. Ju)i 1771 

McdUalioncs circa singulnrc scrierum genus 
ra omnia Iia, p. 217—207) untersiicht Eulkk die Rodion 


v — | 

*m,u — 1 




i i \ 

2" + ,iv 



vorgloicbfc sio mil den Koibon 

, i i i 

s «- 1 + + + .j» + *" 


(m, n gauzzaklig > 0) 


(» gaimablig > 0), 


i in don Fallen n ~ 2, 4, 0, . .. bolcamite VVorfco an passomlon iSiolInn v.nv Probo koran- 
gon werdon. 

Ev zoigt zuorsi, dab 

, - 1 , 3 , 1 .. 

5n » “ \> \ + 2 •’ 


dab 


*»• 


m+ n 


,Vi 1 . 1 .+ 1 ' 

,,f>i V™ 0‘ + >')" V(p + 


li)"‘ 


) 


sodaim zoidogt, cr dio auf dor rechton Soito von (18) vorkonimonden rationale!! Finik¬ 
in von n (boi koustaut gehaUoneni i») 

_ 1 _1_ 

^ ,l (7-p *)" ’ -h p)™ 


artialbrilche; dadurch gelingt es dim, dio roebte Scitc von (18) als eino Suramo von 


Ki-ihen tier Art (16), (17) diirzustellim uml cino liiulberHohbiirc Fillip 
awisehen solchen Rcihen auf/.mstellen, von denen bier ds lloiapicle imv i 
dto Ltoih(*n boi denen in -}- n - 6 ist, Plsitv. finden inogon, 

j 7 

$6,1 — d i'i'^2 — \ t S i ' '■ t, *0, 

S 4j3 ^ ^ I' .'s I’ ' S '0 > 

1 * 1 
2 ‘ S ' ;i + ‘2 * 8 ’ 

i:» M . 

•‘’2.4 -• .j S l- S 2 - w ■ s 5 “■ ”’V 

Bei der A.l)bnndlung > 489 vom 12. Jimi 1777 

Tie fornmUs <'Xp<nicnti(dibus ir.plicutis 

(Opera omnia Iis, p. 268—297) hnndelh oh nidi urn folgendi* Itcmt-io. 
irgendeinu positive, a irgendeinc rcollo Zulil ini, warden iolgonde ZiiIiUm 
bilclet; 

f\ = r", f% = k ^ r f 't ■ • -i A, i = ■ ■ ■ 

Die Fmgu ist: Was Icunn umn fiber die Hxisl.ouz einon (Ironzwoi 

Zur Veransclmulichung wild dir ICurvo mil. dor Ghmthung U > x in I 
nftton x, y horangozogen. Da dor Fuli r -■ l Imdoutimgslos ini, Imt imui 

I. r> 1, Tl. r< 1 

xu nnturscheidcn. Dor I. Fall enthiUt dir droi Uiiterfiille 

' 1 1 
lu)»*<c a , Ib) r =: e e 1,44467, J(i)r>u a . 

Im Knlle la) hat die Gleielmng r* — «r y.u'oi libsimgon .r, uml x 
gesprochen; die {Curve y ~ i ,a wird von dor (lYradon y ~ x in zwoi IN 
ist drum a < ,r 2} so ist lim f n -■ #i; ist abo,r a — .r a , ho ist (\ -- (\ ■■ 

II->M 

also uuch lim f n ~ ,r s ; ist cndlicli a > ,r 8 , so wird lim f n — oo. 

n •> » n -> -o 

Im Falle I b) hat die Gleichung r* — x die oino Losung x — r, 
wird von dor Geradon y ~ x bcrilhrt); ist « <; c, so ist lim f n -= c; is 

n •> co 

lim f n — oo, 

n •>» 

Im Fade Ic) Imt die Gleielning r 3 = x koine laming imc) or ist i 


i 


'l P P \ ;, '3 — P 1 ' S l<)g I' - : J) i'~l 


j°Ry» 
i> - i 


/iilirewl also bci gegebonom r zur Bcstiminimg von .c, mid ; r 2 die Anflosung oilier 
Hk-nton Gloiclmug niiHg ist, kann man inittcls ties Parameters p, dev > 1, nl.er S omt 
licb anzunolnnon isfc, vermoge (19) .r,, .r a , r selir cinfarh nusdriicken (/.. B. p -= 2, 
, .i:, — 2, ,r a — 4). 

n Pally II: >■< 1 hafc die fileiclimig/* = .* stets eine oinzigo Lbmmg g ; e B Bind dann 
dorlallo 7.\\ lmternehoiden: 


Ha) /•>(!'; lib) r<e~ c . 

n Kallo IIa) ist. stetfi lim f n vorhanden inul gleich jencr ZaM die der Gleichung 
goniigl. 

n I’alki II b) gibt. os zwei positive Zaldcn x x und ;r 3 > a, mit der Eigenschaft, dall 

' ,Ij >a ‘ — -*i 


igt man log r miUols dos Parameters p = .r 2 : a.‘j auf die Form 

p logp 
log r^pp-* 


L.. .L. 


ie dor Gloichung >•* 
h 


£ gonilgende Zahl § ist > x, uud <.v 2 ; falls a — \ } ist 
lim f„ — g. 


ier a > £ a ist, wild lim f in — ,r 2f lim/" a „ — ;i- Jf wahrend fiir <v < umgekehrt 

n » n -> eo 

| = x x , lim /an — JPa wild. 

n 

io Abhandking 507 voin 0. Novcmher 1777 


1c infinities infinitis gradibus tam infinite, magnornm quant infinite panorum 

omnia Iir, p. 298—318) bringt Dberlegmigen, die heuto jedero Mathematiker gnnz 
sind, H'io 

_ !_ 

U ft f 

lim --— -- oo fiir a > 0, lim - — — 0 usw. 

X->oo log X x-> + 0 

akdi ICuokmi Opera omnia li#» Coininonlationes analyticae m 


12s wire! bemerkt, dafi man unendlich vide iinmer starker imd selnviicher 
Ordjiurigen des Null- unci UnouclliekworcleiiB herstellen learnt. Zmn Sehluli wire! 
Einflnfl des DifFcrenziereus auf die Gruficnordming eines Ausdrneke hingowipsen, z. 1 
dafi filr kloine positive re der DiftWeiitiaUjuotieiit von a, ,u (log-) (« > 0, »t belie 
eiiiem lolativ klcincn Folder 


a x 



ist, ilall dnlier Hindi filr kleinc .r naheruugsweise 

/.-(log (loR l) 

0 

isf. 

Die kurzo Abhandlung 5G5 voin Hi. Oktober 177”) 

Dr, phtrimis quantilatibus transccndentibus, (juas nutlo nmdo 
per formulas integrates exprimerc lied 


(Opera omnia Ii6, p. 522—527) entlmlf, nicht sowoltl Einzolansfillmingeu als violn 
Bemerkung gniuclsiitzlichcr Art: es wird dnrmif hingowiosen, dad mis don rationale 
tionen (lurch Integration ncuc Transzondonten gewonnen warden und daB anch (el 
Integralo wio 



f + 9** 
t, '-'r hx- 


d% 


schon zu den bolcannten Fmiktionen gorcclmot wordeu dlirftoii, duB man ubor tni> 
unondlicho Rcihon unziihligc none Znhleti mid Eunktioncn dolinieron ktinno. Er eru 
Bcispiolc fiir q — -*• die Jlcihc 

B) 

i 

die split or in der Theorie dev Tkotafiuiktion.cn verweudet wnrde, fornor die (lurch d 



definierte Zabl, von der er behauptol, sie sei woder rational noch in oiul'achor VVoi 
die bokaimten Irrationalzahlcn ausdriickbar. Kornev se.hreibt er als nouo mit don b 
Funktionon in keiuem Zusammenhaug stohondo Transzondontc die Roiho 



- - 4 J 

a -|- x ^ <r -f- ,r 2 rt 3 "-j-.r 


+ ... 



aii. limllioh bcinerkt er, mu die 1m:kmat echo Bchauptung, dafi jode imtiirliohc Aw 
Siimme dreier Droieckszsililon sei, zn bewpiscu, babe man mir zn '/.eigen, dafi 


Koihr. fur (lie drit.te Pntenz tier Umhe 


: v ii\±D 


alio Koc.ffizienfon a 3 , a 4 , a 6 , ... von Null versdiiedon sind. 1 2 ) 

Als Ausftlhrniigcn zn dor Aufgube, die EuLiilt in dieser Arbeit tier Analysis 
hatte, niimlicb Zalden und Fnnktioneu durch Roihen zu definiercn, komicn die in 
Abselmitt nocb zu bespreehendcu Abliandlungen wie aucli die lusher selion orwahnlen 
So besdiaftigt sicli Eum:k in dcr Abhandhmg 684 votn 16. .Juminr 1777 


De rudicilms acqunlioms infinitac 
{Opera omnia Iio, p. 241—265) mit dor Funkt-ion 




r ‘b 


(« 4- 1) n(n -}- !)(» 4- 2)(« 4- 6) h(m 4-1) ••• (« 4- 5) 


-b 


inebesondoro mil ilirou NullRtoIlou. 

Gibt mini dom Parameter n dor llcilio Mich die VVerto I, 2, .4, so erhalt nu 
Lekaimteu Funktiouon 

•> 1» - - t 

cos x mif. den NuDstdien Jj “ k) - n, 


mil, den Nullstellen ^ 

mit den Nullstellen 2i>z 

Da dio zulel/.t gonannten Nullstellen samtlieh zwcii'acbe sind, venmitct- Ei:lkr don S 
Dio Nnllstollen dor Funktiou F(x) sind, falls dor Parameter n > 0, aber g 
samtlieh reel!, f(ir n > 3 nbor samtlieh irnflgitiar. 

Da er diesen Satz nicht allgemein boweisen knnn (or wurde erst 192G von G. 
Lewiesen a )), versucht er (wie oft in idmlichon Fallen), ihn fill* gewisse Wcrtc durch ?. 
rechnung zn iiberpriifen. Dr bestiinmt so fiir n — ]-, 4 jedcsnml utihoning 

die dem Bctrago naoh kleinste Nnllstcllo von l<\x), die sich irn Falle n = 4 ale inn 
in den ttbrigeu Fallen als rooll enveist, wie erwartet. 


1) Vgl. dio Aomerkting Ii6, p. 526. 

2) BolletVmo ddl’ Unionc Malcmalka IlaYmui. Anno V, Nr. 2. Aprilo 1926. 



Zn Beginn dcr am 3. Februar 1777 der Petersburger Akadcmic v< 
lung 085 

Kvercitalw anali/tica, ithi imprimis srrici maximc <jrner(’U$ Siounin 


(Opera omnia lie, p, 2G6—281) erinnert Euu:k damn, dali er in cinor 1 
k'grntlich der Bestiinumng dcr BogenUinge finer Hvperbel (vgl. E G51 
p. 435) anf die Weilie 


(18) 


l i •l • h • .'i l • a • im a 

i 7 - I I + 7"Tl~ 16 + 7 • IJ • lb • 19 


gestofieu war. Er 1ml das Bcdilvfuis, dicso Reihe nodi von oiner anderen 
auclien, nnd betrnchtct dnher die Funktion 


die fiir x — 1 die linkc Scite von (18) liefert. Uin diese Funktion anf 
fiHiren, geht er so vor, wic er es in iilinlicheu Fallen hfiutig tnl: er zc 
s(x) oilier Diffcrcntialgleiclumg geniigt, mid (lurch deren Integration itm 



fiir x = 1 ergibt sich dann dor Wert in Dbcreinslimmnug mit (18 
sich uieht mit dieser ICraftprobo, sondern betrachtet nodi die allgemoinn 


(19) 




(l + 1 ? V «v 
___ 

h + 9 ' 


+ 


« + ** . « +_? •»> fj , 2 :) 
h + 2{t b + 20' 


die fitr a =1, 6 — 7, 0 — 4, X = 1 in (18) iibovgeht. Er fin dot wiedor 
rentialgleicliung eiuen goschlossenen Ausdruck fiir S(x): 


( 20 ) 


s(x) = - a - fs—-yj 
{ J n& h0 • ' J J (i-£*)«» 


wo n ?,ur Abkitrznng fiir —-■£—* gesetzt ist. Aus (19) und (20) folg! 


( 21 ) 


<t_ « a 4- 0 a n 0 n ‘J 0 
b + "b ‘JTZ # + J b'+H ‘ b •> {> 


b — a — 0 

Eui.KRS Bemerknng, d&fi diese Reihe golte, falls b ;> a -f- 0, ist fiir posi 


T • • 


' '(• U, X.j, 

f & 'I- # "2 + ft rf! -|- (> rt a 4* ft ,7, -jMft 

I *•»»=!• oiiil'uclu;., Iilentitht. nbleitw, IfiHt; e8 ist numlic-h.) 

" r H | « fl, 

v "1 -I V a 1 -(- U ’ 0 


II 

d rt 

_«1 

-F 

a 

. ..."a 

4- 

l> 4- 

V llo -(- ft 

", -\- ft ' 

fir} 4- ft ’ ft 

n 

"i 

() 

i> ' u t •) 

«1 

ft <u !- ft 

t- 

a 

"t -i- 

"l. 

ft «2 + ft it„ 4- ft 


I " 

V. , 


"n- 1 

"n 


"i ! 

ft n 5 -\- ft ’ 


I'u -I* ft 

ft ’ 

I'nlfft ( 22 ), 

won ii dtiH 

Keatglicd 






a U) 


"n- 

1 


"i 

1 If- ' a., - 

n 

-I’ 

ft ft 


Jogon Null konvergiort. 

i‘ Ablmndlung 710 vom 0. September 1778 

Spufifoicn trunsfomalionis singuhiri.s sericnon 

ininia 1 1 «*, p. dl —t)j>) is I. wieder fine von denen, ilurcli die Euuok tils erster den 
einOH Wages Imitate, dor spiitrr cine broiie Strafte inftf.ltcinnliscber Forsclmng wimle: 
.ehtol, die Kmiktion ,v(,r), wolelio. durrb die hypergcometrische Reilto a ) 

:v \... I " ■ h , x «(« +J + 1) 2 «(«_+ ±±)(fi± 2 ) .3 . 

’ ' Mr' 'V.c(r -I- I ) a!rU'-‘ 2)’ ' ' ■’ ‘ 

itd. \')v zoigl, dab «(.t) dor DilVorenl.mlgleichimg 

(1 — .r) || F, -!- 1 c ~ (a + h -\- 1) :)•] ~ s — abs= 0 

ind dull <lahcr uitcli 

.s' = ( l — ■rf - n ~ tl b'[c a, c — b, c, .r) 

Kin iilmliclms iiowoisvorfahvon (nngowondot nuf diu ltoiho (21)) findet sich auuk in doi¬ 
ng (j70 {Opera omnia Iio, p. 12(>). 

Dor Name mid diu Do/.oieJuunig findoti sick ztierst liei C. F. Gauss in dor dMiandluug 
'ones generates circa scriem infinitum 1 4 xx + ‘ ‘ (IFerfrc, 

18'1). (ll)or dio amlomu-tigo Bodoutung dos Wortes ..series hijpergeomctrica" siebo S. XL. 


ist. Eurstiie scheint die gauze* Grdlic tics Sehatzcs, den or iinigoschiirlt butte, 
wesson zu baben; eu bat inauches duvou, was er sclbst hiitte beben konnen, 
folgorn, alien voran ti.vuss, ilberlaesen. l ) In tier Abhamllung 710 begnilgt 
eiuein Beispiel: Das Integral 

.t 

f* oos i<pd<p 

J (F+ a 2 — 2« eos'fp)’ l+1 ’ 


wo i>0 \md 31^0 gmiv.e Zablen hede.uten, ist gleich 

(1 ~“ + ') n-»+ >, -», > + 1 , «“)• 

Tir ' i ! 


Ersetzt man n durcli — n — 1 uml benutzl (23), so geiangt man zu lolgeii 
zwischen zwei bestimmten Tntegralen: 


(24) 



— 2« cos (p + cos /cp 



COS icpdrp 

2 ft cos (p -\- tt a j" 11 



tt — i 

i 


(i-A 8 )-"- 1 . 


Diese Gleicltung hnttc Eiij.kr sehon inllior mil' anclerc H’eise bewiosen (vgl 
lunger) 672, G73 uml insbo.somlere 674, Opera omnia Im, p. 741, 168, 7D7; 
(j’bersicht Uber diese Abhaudlungen Jip, p. XIA’:. Anch (lurch dieses Ceispicl 
ebung (24) bat EULKit eine wiehtige Entrleekung vorwoggenoimnon: Setzl, m 
(24) i = 0 uml -^ 5 -“ == .r, so erliiilt mini die sprit rr wieiler von Jacmui 2 ) be\ 
lieit dor bciden Integrnle 


n n 

- 1 f (:V + COS tp Yx^— l)” 0, Cp = --- f -, 

nj ittJ _j. cos (pY'c* —l) 


(lurch dcren crsles Lm»i.acic®) das lilioranuneche Polynmn V n (.r) dargeshdU 


1) Vgl. jcdoclr don Boiirag Elu.us zur liyporgcomoti'isdien Punktion in V, 12 
Boricht B. Cl) mid insbosoodevo dio eiiigehendo Untersiieliung oiner iillgomeiner 
gloioliuug, in dor dio dor byporgoomotrischon lteilio als bcxomk'ior Fall ontlmlten 
Bemdo dor Inst. calc, ini., cap. V1J.1—XI, Opera omnia Iia, p. 177—24A. Dor Uon 
Bandos L. Sciii.ksinoku acblietit (I 12 , p. VIII) soino Wunligung diescr grollon Lcislu 
den Wortcn: „\Vir linden also solion hoi Ett.kk das IViuzip, das spiiter Oauus urn' 
fruchtbringendev IVoise ausgestaltot hal>on.“ 

2) Journal (Ur die. rcitic and nngctcandlc MaUivmulik, lid. 2(5, 18-13, S. 81; 
S. 148. 

3) Mdca-niquo cdlcsle, 1. 5, Lim XI. Chap. IT. 





ur Ablmmlluitg TM\ v «m ill, Mai 1779 


l>r .'Miinntttionv aorimon in laic forma conknlurum 

" fl* „ 3 „* „# ;f 0 

i -i ' r it i« + ar, + 3 Tt 

hi lie*, p. 117 IHH) wmli-n iinllor dor in dor ttkmdirift gemnuttnt I'uuktion 


l''i m fc CioiHt i 


no-SC 






^ nJ (2 v — ! Y* 5 

Niudulnm i'!ru:if selion in der Ablmndlnng 20 (sielie & XIX diestss lierichts) 
dll’, dnfi 

/■(J- 12 - ■> (*°f? -)* 

9 ‘iin‘iiH‘i 1. nr joUl tins tliinmln ziir Abli’itnng- von (20) eingesdilagcne Verfrdiren 
{I. ho (fir gowinnn Wmlo dor Wriimiorlielicii .r, //, .? zn morkwilnligen Beziolnmgen 
Uni l‘ , im!(tioiu , n /'(m), //(.'/)> /<(-,), z. B. 

Jt 2 

((>) -■ — log a -log b)'a, 

I 2 1 

</ - I ini; Mr a -- , h ~ I 1‘olgt hiomns wioder (20), dagcgen Mr « = r, b — -- 


r[ s)+.»(!)-‘« - a Io b| 


d l)uiHj)H'lHW(‘iHt* bowiesen, dull 
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Coniimiatio fraijmcniornm ex atlvermriis wathematicis deprompfornm 

urn he*, p. .‘112—927) siml fins deni JUu/.rii sober) Nacbliisse einige Bcinerkungen 
c Zufitminieiilmiiff unkreinatider) veroinigt wordp-ii; ihr Iniialt wild im foigenden 


unter den Xununern I) bis Vj kmv. angegchen: 


I) 


1 ... 1 f i _- 1 . 

v i i • „ i -J» i - 2>< i -i- -i " 

l V 

i i /‘/ J <ix .v a " . 

= 1 + 7T+".ri 5 + i'TT 4 ”“ V»/ 1 I I -- f !i ' 


(l + «f (l -I- *«) 
II) Die A <e Potonz der lteihe 


u o 


i + + :r? |- a* + .r + 


wird in eine nach Holmizcn von .?■ fortsclireilemlo lieihe entwickolt, dere 
beetimmt warden. 


HI) 








'-= ',2+ 


IV) 



l 


J 


+ 


V) Die Xieilus 


1 1 __ 1 1 i 1 1 1 _ 1 

H 5 7 "" I I i :i ''' 17 _ T‘) ~~ 'h 


wo die Nonner dio Primzahlon >2 Bind und wo bci Prim/.uhlen dor For 
Zoichcn — und hoi Primzahleu dor Form 4 n -f- I das Zeielion -{- steUt, win 
schicdeno Weisen in bosser kouvergento Reilion vonvandelt. Dali die R< 
konvergiore, wird olme wcitcres nngenommen. TJiese Annalune ist ornt viol 
worden, 1 ) 


l) Siolio E. TjAnuau, Tlundlvch der Lriirc von dvr Verfcihuuj dvr PriMuJtlc 
Hd. I, S. 448. 



VI. UNENDUCJIE PRODUKTE UND KETTENBRUCHEM 


Wiv beginmm <len Koriclit iilior die Arboiten *ur Lehrc von den KcttenbriU-hen 
bi'HUni mil dur am 1:>. Juli 1757 del Berliner uml a 1 /, Jahre gpiiter der Petersburger A1 
ilmiiii’ vovgologtim Ablumdlung 281 


Specimen algorithmi mngnfari/i 

(Upna omnia I is, p. -il—10), welcho nine vollstiindige Lelire von deni formal en Teil c 
I hi'inio gibt. lbn einon Uberblick v.u bekomnien, venvendoii wir die modern** Afntrizt 
n'clnnmjv, widehe bier diesolbe Kollo spielt, \vio elwa der Infimtesinialkalkiil iiir die Integ 
liomm von Arcliimcdes. 


fu oinem Ketleiilmudi scion a,,« 2 , . . a n die Teilmmtier, wlihrend die Tcib/abler 
noiii Hollmi. Bor /i lu Niilicningebnieli sei - q -. Nun seion iblgemlen Abkiimingen fur I\ 
Iri/en g’ewuhll: 



Dana g*ilfc (§ 2) 


M («i) M ( a a ) . . . M(a n ) (w — 1, n). 


soi ala Emiklioti von a 2) . . a„ mit («,, a 2) . . //„) bezciclmet, dann wi 

>*«-, - («|, « S) ■ ■ ■, 

Kohrt man die Keihenfolgo der Alnlrizen inn mid tnnsponiert man sie — was i 
den M niclits iindort —, so ist das Produkt gleich deni transponierten des vorigeu. Hierl 
bli'.ibli V u migeiindort, wodurcli sieli ergibt, dab das Khimmersymbol seinen Wert nit 

iindort, worn die Kcibcnlbige tier Vuriuboln uingokelirt wire! (§ 9), ferner wird 

<) n - {a. i} « 3 , . .n«). 

Dfi dio Bctoiiniimiitn von (h — 1, u) gleich (—1)" ist, so wird nnch die an («—],«) i 
vorxo Matrix sich durcb dieselben Klanimersymbole chirstollen lasseu. In § 20 werdeu ( 


l) Dor VI. Abschuitt dieacr Cboraicht ist von A. Spbisbu verfnllt. 
bi:oNit.\iti*i l'/i!i.i:itt Opera oinuiu 1 io* Coiiimptilalioties nmilyticae 


Detenninauten von (-n — 1, n) fesstgestellt. Nun ersctze man iin Produkt tic 
M(a k+i )M(a k+ ^) ... J\l(a in ) flic erste SpaRo duroli 1,0 nnd bezcichne die so 
Matrix init N, dann gilt die Gleichung (fr, J: -h 1) N (k, m). Vergleicht. man 
ininanten, bo erhalt man die, Formeln dor Paragraphcn 25— 27. 

Die alJgemeinsto Forme), die Eumjn in § 31 erhiilt, kann so gewonnen > 
sci i < h < n. Ferner sci gopet-zt: 

,!/(«») ;U (a t ) - jY, 

. 1 /(«,) . . . ■- M, 

+ *s) ■ ■ ■ MUO 1*. 

In dor zu N inverseu Matrix erpetze man die zwcito Zeilo (lurch 0,1, ehou.so ii 
inversen die crsto Spalto durcli 1,0 und bczeiclmc die so ontstchoiulcn Matrizei 
und L'. Bcrechnet man nnn sorgfnltig die Matrix K'MJ-' und ibre Determinant 
man die allgemeinste Fonnel dienes Puragraphon. 

§ 32 ist das Aspoziativgesefx dcr Mutri.vmulfipliJcatioii. In § 3-1 wird di 
zweier beliebigor Niihe.nmgsbrdche bercchnrt mit Hilfc dor obigen Forme! fin¬ 
der (deb bo ergebenden Determiuanto. 

Im Ansuhlufi an diese Abhandhmg ist 323 (Is, p. 73) zu erwiihiieii. Die Au 
Pi2Li,schen Gloichung :c 2 — di/ 2 = 1 wird dort bo crbrucht, daR auf }/d und 1 d 
ischc Algorithms nngowendet und dor zugehorige Kettcnbruch autgestelH. wird. 
sich uin den Naohwcis, dall miter don Reston, die bcim ICuKUDischen Algori 
stelien, cine Znld auftritt, dcron Norm gleich I ist. Hierzu werdon die Ferine! 
vorwomlet. i)er Nachweis des Satzes wird nicht vollstiindig goftthrt, indem tier II 
fehlt, daii in dor Poriodo des Kettenbrnches die dort init 2v hczeichnete Zu 
auftritt. Schlielilicb sei nocli die Abhandlimg 454 (Is, p. 310) enviilmt, wo dio Fi 
von 323 verallgcmeinort wird. 

Dio Abltaudlimg 71 vom 7. Marz 1737 

Da fractionibns coniinuis dissertatio 

(Opera omnia lu, p. 187—215) ist zcitlich die erste, welehe Eui.kk fiber Kettc: 
schricben bat. Fr borichtet zunaebst fiber die Voi-geschichte, vor allem fiber 
briiche von RuouKCK&it und Wallis. Dann gibt er filr den allgomeinon Kettc 
Rildmigegesotz dor Nlihorungsbrttche. In dor obigou Bczeiclmungsweise hat man, 
Zahlcr fiber b ist, die Matrix M(h) durch 


ai lir.-'ot'/i'ii. Die erlmlicnon ResoHate werden auf vovsehiedem- Zulden ai.gowomlet, insbchc 
!<•.«' koNjIip, .lit’ mil. r- in Verlmnlung stohen. Dies gibt Aniall znr Verluirzung ohms lutte 
In-.jr)],., mit tlruTfilnomim, «, w, «. A, /«, «, c, m, n, ... Will mull aligeuiein omen Kette 
linu'li A bihli'ii, bei deni dor i t(! , k lii uml D e Nahcningflbnmb eim\s amleron Ju-tteiibruches 
<n ^dbiiiumU’vfolgt'mk'ii Niiliormigsbi-flcWn warden, so but nmn so vorzugehen: man mi 
lit’ Matrix A snclien, welche tier (xleichuiig genugt 


0 ,ic) x - ( k,i). 

Dull din erslo Spallo von X din Oxtail 0, 1 Imt, folgt schon mis dor tfutnr .1 
Cldehuiig. A bar dor Ubergang von (/, fr) v.u (*, l) knmi imc-li jnilter (lurch folgtmdo St 
l.iom-n heworkslnlligl warden: (i, b) ->■ (/, i + 1) fr + 1) 1). Macht man tli 

I'iif tloii soebon angegebonon Kctlcnbmch mit don Toiineimern a, »t, n, .. . und behiilt mo 
tun- die Niiheniiigsbrnolu) Imi, deron Nutnmor (lurch tlroi teilbar ist, so crbiill man utu 
Kelnvierigkril, <;inon KeUrnbrueh, desson Teilziihlcr sognr winder 1 siml. fir ist mit Am 
nalimo ties endo.ti Tonnes in m und n symmetrised! (§ 2$ nnd 24). 

In § 2H wird /.miiieliRt. ohno Boweis din Lbsmig dor HiccatiscKoii (iloirhung 


— Hi 

a if -\- //“ -- :i " ” +1 


mil Mille nintsH KeU.enlmie.hes uiigogobon — nines tier orston Jlpsultato EulkRs in diesei 
Unhid, fiiikrl. inun jodoeb statt, x din doit angegebene Variable p nnd statt ij den Am 
dnirk im lelzton Teilneimor uin, dor mit z bozeichnet soi, so ergibt sick die ttleinhung 

, « , 2 no 

ne -■ I -I- z — z e . 

P 

Hozinclinot. man fornor mit, z* nine Lbsung diesor Gloiclumg mit «— 1 statt n , so fiurtc 
man solorl 

;f ,_ w ; 

p * ’ 

womus sink din Keltonliruchi’iitwicklung nmnittelbar ergibt, 

hi § :n—af> wild oin vorwandter Kottonbruch aufgestellt und tuts seinem Blldtmgf 
gcKfitx. seino Bezioliuug zur ItrccATisobon DiJFercntialgleiehnng hergestellt. 

Die Ablmndlmig 247 (vgl. S. LX.VVI dieses Bcricbts) 

l)e seriebus divergentibus 

(MitbiUt nine wicktigo IJmwnndlung oilier Poton/.reiho in oinen Kcttenbrucli, die man ali 
gemoin folgcndonnafion nngobon Itann: fis seieti P und Q zwei Poteuzreilien,^ deren koi. 


stante Glicder beidemal = 1 seien, ferner moge die Entwicklung von 
beginnen. Jetv.t set/.c man 

P == () (- ax /? und 1'nlire fort. 

Q — li~ h.rS. 

J* ft ,V 

Schreibt man die orste (Hoiclnmg in dor Gestalt ^ — 1 4- q , *<> 

'it 

mUteibnr eine KetteiibruchejjhvjcJdimg. Sio Jiafc fine fuiBornrdenHiehc. koim 
Kraft, mid mif ilir gelingt es EuIjKR, der Kcihe 1)" 12 1 a*“ cine Funkt: 

Er w&klt 1'iir 1* diose Keilic und ITir Q die Funktimi I. 

Die Abliandlung 122 vom 12. Jnnntir 1739 

Ik proihtclis ex infaiifis fociorihns oit/s 

(Opera omnia 1m, jt. 200—200; gelidrt in dnsGebiot dor Behifunktionen mu 
Zitsanimenhniig zu 254 (In, ]>. 243). Da in der Vorrede zu in>, p. XLV1I1 ( 
wird, so Bfti liicr anf oin lieferat vorzicUtei. Man winl aueh i'iir die Iblgcndc 
mit Vorteil jeno Ulioreicht zn HiU'e nchmeii. 

A ns Euixris Bamilhnngcn, die Methoden von UKOuNt.'KHR wieder/.nlimloi 
Abhamllungon entstanden. Die Nurnmcr 123 (der PoterHburgcr Akadcmie am 
vnrgelegt) 

T)e fructiunibuH continuis obsermlionrs 

(Opera omnia In, p. 291—340) begiunt mit der Ifniwundlung von Ueilicn 
und umgokehrt, woboi aber die Tcilsummcn den Nahmingfilmichen gleicli 
8atz znr vorlier gemimiton Transformation. Indcm gG\vinno Integrate erst 
wielcelt werden, gewinnt EuUiir Kettenbruelumtwicldmigen. In § lo worn 
W.MXlsschen Kcttcnlmicli %n und zeigt, dab er oinem imemlliohon Produkt. 
Wert als Quotient, z.weisr Integrnle schon in der Ablmmllung 122 erlcnnnt i 
die Interpolation von Roihen hcran. liicr Inindelt ok sich um folgondcH Pi 
iat. eine Fnnktion a(.'c) und gesnelit eino Fnnktion f(x), wnlclic folgonder Me 

f{r)f(x + I) «Gk) i’iir .r ^ 1, 2, 3, . . . 


Sct'/t man vorans, dab sowobl a(x) als f(x") mit waebsendom x micli 1 strobi 


JCcmit man einon anderu Ausdruek fiir das Waehsen von /(#), etwa b + c. 
•oder allgcmein b(%), so sel/.c man f(x) — b(x) g(x ), wo mm g(x) gosi 






man hier .r duvch x -J- I and muliiplizicrt, so findel man 


j/(.r) - A 0) + 


c '{*) -I- ff(* +i)’ 


wo A,B mid C bokuunto Fmddionon Bind. Dicser Ansdnie-k Jillirt, wemi man i)>n foi-tsntz 
nmnittolbar anf oinen KettcnbrncJi. Dios schcint Euler tier wahre AYcg gewesen zu soil 
ani' tie in Bkoijnckm zn seimmi Ausdrnck gefiihrt wurdo. Aber die Kelteubrilclio, auf die ( 
.so gcftlhrt wild (§ 21—3(>), woiclnm noch zu sclir davon ab, mul so gibt er (§ 37—48) dt 
Uborlogung riocli cine none Wondnng, imlem er cine Taicl mit doppcHcm Eingang vei 
wendot. Hier «ei ani eino Bosproehmig verziclitet, weil die Mot.hodo bei der Ablmndlung of) 
ausflUirlic.li zur Darstolhmg kommt. 

Von § 49 nb win! oine dirckto Mctliodo zur Bildung von Koltenbriiclicn vei 
woiidet, die auch in anderen Abhandlnngoii vorkommt. Bosteht in oilier nnendlicbrn Folg 
von (iiolicn zwiseheii jo drei aufcinaiidcrlhlgciidoii Tonnen oine linoaro bomogene Be 
•/iolntng mit Ijoliebigon veriiiiderliclien Kooflizionien, so ergibt sich nimiil.lelbar cin 
Koltoiibruehentwicklmig fiir don Quolionl.cn dor boidon ersten Tcrmo. Euler gelit uu 
von don Kooflizionten au» mid niimnt sic als linoaro Fmiklionon Hirer Nmnrncr an (§ 49' 
Er snebt jotzt die Tcrmo dor Folgo in (loataH von Inlcgmlcn zu gowinnon (§ 52—fib 
mid orhiilt fiir oinen Kottenbrueli, dor pclion in § .44 suinmiort war, cinon mrnen Am 
dniok, dosson IJbcroinsiimnning- mit 4cm vorigen in § fill—59 nachgcwicficn wire 
Ilierauf gclaugt or in das fiebicl dor liyiiorgonmctriscbon Funklion mid gcwinnl. 1‘ii 
don Qiioiicnloii bcnnchbarler Funkfionen IColtonbrucbontwicklniigcn. fileidizoilig finde 
or weitoro llolationon. ilcispiolsweiso soi in § 155 dio imulcvno CrAUSsisclio Bozoiobinmg^ 
weiso oingolilhrt. ttctzl man 


7 =■• 


I = «. 


r 4- l - ft, -+1 = y, 


so wild die zwoito Funnel auf p. 338 zu folgonder: 

t-Xy 7 " ?>..?. “ tt ±JU \. . .... ■ **(«» P, r, *) 

t<'(y - ft, y — ft - 1, y — J ; £) /-'(«, ft — l, y - 1; z) 

Dali sclion die bciden Ziihler im wesentlichen iibercinsUmmen, hat Euler orst in 71 
(lir.*, p. 43) nacligcwioHen; vgl. S. XCHl. 

VVcnn Kui.UR gloich damn!’ b--c + r solzt, so haudell or gegen dio Vorschril 
dor vorigon Scito, und dan Integral am Schlull des § Ob wild in oinen Pol orstreck 
Abcr dio Formed ist insoforii richlig, als Hie auf den Fall ft = y ftilirt und daher i 


tier Tat hemusfiilH. Von § 75 nb v.ioht Eiji.kk die Kiwatiso.Iiu 

gleiclmiig horau. 

Dor Mctliodo del Rckursionsfonnel ist- die am 4, September 1755 dor 
Akiulemie vnrgelegte Ablmmllung 522 gowidmei. 

Dc formationc fruciionum coufinnantm 

(Opera omnia la?, j>. 3ld—337). Dor Ansdnick x(<i -J- On: 4- cx*) veiHchwiiule 
:c gleich 0 odor glcirh oilier YVnrzol a <les qimdratischon Faktors sotzt. 
man din n«ch x, no erhiilfc man drei Terme. Intcgrierfc man ndeder von 
erhalt man drei intugmle, deron Sunirno gleioh 0 ist. Die KoUenbrileho, 
erhalf, geben bei gescliiclctcr Wahl (ter Anfangsfiniktion Rcrcchmmgen bctd-imm 
din zu den „qttanlil«(cs miavitno tramctndentes'* geluircu. Dor Fall you § 20 > 
in rler Abliamlbnig (iOli (Tib, p. 2d4) lur dh — I , durcligofillirt and 

Beispielon illustriort. 

Den tlhorgang von § 57—18 dor Ablnuulhmg 123 v.w don weittmgenden 1 
von 553 bildet 550 (vom d. Jiili 1771) 

J)c scricbas, in qniint$ producia cx binis tenninia contir/Jiis datum constituunl pr 

{Opera omnia I is, p. 383—300). Nbcli ninigen vorlaufigcn Untemichungon, d 
der Ahiumdlung 122 , also dor PioduldtmUvioklungcn von Botnfunktiomm golioren 
folgomlos Problem goslollt: 

Es soil f(x) aus dev Gleielmtig f\x) f(:V -f \)—p-\-xq (.?; = 1, 2, . . 
werden. Um vcm liinr zu einem Kottonbruch zu golangen, mtiflto man fUr d> 
von f(x) einon passonden Aiisatz fj(x) machon, abe.r du <j(xi)p(x ~f- 1) bloft linear 
dar^ so Hi lit sich koin oinlaeher Ansdruck fin don. EuLKU qundriort. mm dio G 
bokommt rccbts einou in .i; (pmdmtisehcn Amulrnck, no dull also P{x) sich soli 
einon Imc.nron Ausdrnck amiiifiem liiflt-, dor natiirlioli tnoli von -f mir 
schcidet. Dicse Motlindo win! an oimnn otwas iillgomcinorcn Fall in § Hi— 28 
uml alsdauii auf dus spczioile Probtom angoweiidot. JCuLER erhalt so anf 
Wegon Ketteubrtlcho fliv Quotienton dor Beliil'imUtioncn. 

Die Abhandhmg 553 (vom 18. Mai 1772) 

Obscrvaliones analyiicuc 

{Opera omnia lie, p. <100—434) boliifll sich mit folgondom Problem ans don 
hypergeometrischon Funktionoii! Es ist oino Funlction zwoier Veninderliclion gef 
weloho bei Vermohrmig der Argnmenfco um ganzo Zoblon oino linear gebroelicno 
orfahrt. 


Dor genaue Ansalz ist iblgctider: 


/'0> u) = u) -i- ; 


P<!l) 


/*(■«■» !l + ] ) 


#(*) 




Flierbei solzl HjItlku A, B nml C sils limmro Kmiktimion, P und Q aln qimdrntisehfi si 
Die Gleicdiungen Bind nielit mmbliiingig vonoimindcr, mid KiXKH zoigt in § 7—9, dfifi mr 
zwisclien don Kooflizienten dor orston Gleic-liung oino Halation sinnclnnon mull, und ds 
hierauf die Koeffizienton dor zwciton Gloioliinig viillig beslimint Bind. Dieso Bnzielnmgi 
ergoben sirli tils Vartausclmiigsrolationen von Matrizen, indoni man don llbergang von f(x, 
y.u /'(./.■+ I, V -|- l) auf zwei Wagon liorslolton kunn. 

,Iedo dor beidcn obigon Gleiehungeii gostsittet cine Kettenbriiclidsirstelliing von f{x } j, 
indom man die. oine Variable fcstlialt mid (lie nmlcro mn gauze Znlilon vermclirt (§ 11). D 
Fimklionon, die man so orhiilt, nirul hypcrgcmnetriHolio Funkt-ionon. Man ksum das Verfsdm 
arndi nnikebren und gtmy.o Znhlnn suMmliicren. Auf dieso VVeise gewinnt man (§ 17) vi 
Koldonbriiclic ftlr mid dsimit Funktionalgleicliungon. So lieforn die beidon Kettc 

briicho oino Boziebung /.wisolum Funktionon init vertausehten x und //, mul /.war mit Vc 
wenching dor dortigon Ysiriablon und Koeffizienton: 

p(A, li, (\ J), Jl'\ m, n) =-■ }>(A, B, (', 0, /«, », m) -1- * (vl-1- B){m - n) -|- i (G-f. 

ftie isl in dor Tat oino Involution. 

Fuuon I'ordorl einon dirokton Bewois dieser UclaHoneii. Dio Arbeit, boliatulull i 
iibrigen oino grofie Zalil von ppeziellon FiUlen. 

Kimm niolir olomenlaren Cliaralclor weisfc 09)1 (vom IH. Soptomber 177;>) 

f)c transformalione sericnim in tractionor. conlinuns 

(Opera omnia lu>, p. 001—700) auf. Sic gelit. iulialtlich mit deni IH. Kapitoi dor inlroduci 
in anah/sin infmilorum (Is, p. iiG2IF.) parallcd. Dio gcgonseitige Umwandlung von Kettc 
briiehen nml fteilien, wobei Ni'ilicnmgsbn'ieliG und Teilsunmien einander zugeordriet sii 
und dalier Konvergenzl'ragen nicbt borillirt warden, wild svnsfiihrlicli auseiimndorgosolzt m 
an violett Ilcispiclcn orlautert. Insliesondcro wird in §.19 tier Buouxc kekhcIic Kcttonbru 
aus dor LKinNizselicn Ucihe horgoleitel. 

Dio kurzo Ablnindlung 010 (vom 11. Januar 1770) 

J)c transformationc scrici divergent™ etc. 

{Opera omnia I,o, p. 84—40) ist, wio im Sunmarium schon bemerkt wird, oino Wiodi 


tolling gowisser C’borleguugen von 247 (In, p. 58”)), hbcr wolclie oben 
jst. Immerhin sei anf die mich irn Sionmurinm liorvoigeliobem* Verklln 
btuehrs in § 9 nuf die Hiilfte dor 'JVnnu aist'inerksam genmcht. Ain Sell 
gekelirt wie in 59.4 — dor BrounC'K i:n st lie Kottenbruch in die 
gowandoll. 

Die urn 18. November 1770 vorgele-gle Abhnndlung 742 

Observation's circa fractioncs confinuas ole. 

(O/icra omnia In.", p. 141)—l(il) ljchumlc.ll imlcr Amvcndung inimer kriifl 
die .Suminicrmig der Kottenbriiclie mil den Teilnenncrii 1, 2, 'I, ... mid 
3i, n + 1, u + 2, . . . tilr gun/./iihligc VVcvfo von ji. Zimiiclist werden ni: 
Scbrunkcii die IVuih: Iiir » = 1,2, 4, I nnd 5 mitgosuodit. Dunn wild (§ 
hcliebiges » dudmeli hcstinunl, daft der Kcltenlunoli nncli oben /,u foilgesc 
Toilziihler -- 0 untstolit, wainul' dnrch Nullset.'/.on dew Nennors ein endlii 
eiitsfelit mit dor gesm.-htoii yumme uls let/Jcm Term. Die UinlceJtnuig dexsc 
cmllichen Keltenbnich fiir dicse Suimnu (tj 21). Aim den gofnmlencn We 
era ten I'nlle stelll IjiJMCN nine HidairaioiiHfonnel anf (§ 21). Dieso wild 
(§ 24—28) dundi Ziihilfetmhrno inner Pormol am? dor Itoilicnlelirc (§ 2d,; 
geimnnlo Fennel iindet mail y. 15. in den Institntionc* calculi diffcroitiulis. 
(] io, p. 52) abgidoilel. 

In l'ligslem ZiiMimnionli/inge mil dor Ablmndlnng J2.4 nnd jjisbr.se 
Purngraplion 47—dH slcld die Nummer 715 (voni 7. Fobrunr 1780) 

l)e. fracthnibas confinxis }V.\i./,i.<n 

(Opera oHuiui lie*, p. 178—19!)). Nueli ciucm kmy.eu llericht liber die 
Wai-US alolll Mulku dux "Problem, die Knnktion f(x) y.n linden, welch 
genfigl 

f(x) f(x *f- 1) •••• (b -I ■ U ,r) 2 -1- c iiir ,r - 0, 1,2,..., 

und zwar '/.miiicliHl fiir den Pull c -= 0. Mr womlot zur ICeKeiibmclientw 
mil doppcltcm Eingang an, ilie in dor lleapreohimg y.u 55.4 anseinmidorgese 
(lurch Spczialisicriing die ICcttciiki-ftclie von YValu.s (§ 12), daim gibt oi 
wicklnng (§ Id) und die Dnvatcllung duroh Jntogmlc (§ 10). Iliumif gelil or y, 
Problem tlber und bobiuidoll cs in dernelben Wcise. Dor Kettenbviich in § 
jenigcii von § 47 dcr AliliuiidUmg 554 ilber, wonn mini 2 f — a -■ s f a — 2/j 
BC l'/t. Wird c ids cine positive Zuhl angonoinmcn, so werilcn tlio Tcilzi 
biuchcs qiindialisclie Ausdriiclco dor Nummer mit inmginnren YVur/.eln. lOnti 
die uucmlliclien IVodulclc imagiimie Paktoren ontlmltcn und die Inlogmh 


"Tamil!!!. El'LKR /eigt, wie 
Integralo von dor Gestalt. 


ftian zu rcellen Ausdruckon goliitigen kaini uml hierbe 



»:<>s (b log .(•) d.c 

Vi-x** 


goliihrt winl. iCr gibt, zum Selling' eim-ii oxpliziten Ausdruck t'iir snlidie lntcgmle lad 
Illuming (1(»H Noiuiors. 

hi 700 (vmii 20. Miirz ITHO) 

(. ownunliilio in frui:lif>w,>u continuum, qua iliusfris L,\ Gkasui: pofcstnfes binumialcs exp 

(Opera omnia p. 232— 2*10) nincht Gdlicu einige Bomerkiingen zu einem Kettent 
lUr (I -[-.]!)’*, don La UitANfiii aulgestellt hnlto mid dor die betnerkemwerte Eigeumdmf 
sit'/.t, didl or fur positive mid negative ganz/.ahlige n cndlicli 1st. Durcli einige TranstV 
140)1011 Undid lUiiJsU onion Ausdruck, (lev nnr n 2 eutbalt, nnd or onlwickelt, teihveisc i 
Uborgang y.n kompluxoii Wertoii, u. a. nrotg / nnd tg / in Kettynbriiclio. 


r.iioMiAiim liin.iau Opom omnia fie* Coiniucntao'ones unatytieuc 


o 


VII. UERECHNUSOEN DER ZAHL n 


Eui.ku hat sicli zn den versclricdcnston Zciten seines Lobcn« m: 
sehiiftigt: Wio berechnet man die Znhl % mit vorgcschriobenor Gcnauigk' 
Wcge? Schon seino orate Arbeit liber dicsen Gcgenstund, namlich die 
voin 20. Fnbruar 1738 

Be variis modi circtiU quadraluram numcris proximo exprime 


(Opera omnia In, p. 2df>—259) enthalt mehrero dor spiiter von ilun w 
Verfahron. Kaclulem or knrz don Gcdnnkongang dca Archimedes und die 
Machix ^ 100 Stelleu mittols dei Formal ^ — darctg n -f- arctg und 
wiihnt hat, forint or den Rest dor llidhe 


0 ) 


x 

arctg .r ■?- 



.? 


7 


mittols seiner Suinment’ornicl uni und lcilot daim mittcls den Additionsthc 
tangcns-Funktion 

x •+• 1 / 

(2) arctg a; urdg y = arctg ^ _' x 

Formoln ab wie dicae 1 ) 

* ^ 4 “Ntg l *- + nrct g ■ 


Dnreli imbcschrankt wiedeihoHo Anwendmig dor Formol (2) wordon 
gefundon wie 


l) I’ilr y gobrnuclit or in diosov Arbeit den Buchslahon a; fttr Aren: 
or die Abkiirzung At, in sptltornn Ablmndlungen Atang (z. B. 280, Ii6, S. 17) < 
809, lit*, S. 259). In dor zwoiton obigor Formoln (3) Gndot. sioh Opera onu 
dor veobtmi 3eito infolgo ciues Dnickfehlei-s At - } statt At. 



(3) 


* = ‘irctg *- + urct-g * -[- arctg ^ + urctg ^ + ••• + aretg + • • • 

* -■= ttrctg ~ -h urctg j -H arctg ^ -|- metg ^ + nretg + • • ■ -|- urctg - i - 


Auch Formoln dor folgonden Art: 


(4) 


urctg 


V .. 

p 2 — 1 


1 + * -i- 1 1 . 3 _. 1 

p 3/j 3 :> /) 6 7 p 7 !J j/ J LI ;d l 


0'>) 


arctg 


'Jp 


2 )r — 1 


1 1 
p ’ l " 3 .2 *> a 


I 

5* • 2'V 


J 

7 • 2 8 ;> 7 



+ ... 


(«) 


urctg 


— 1) 
p 4 — d;i 2 '-j- I 


3 3 3 3 ( 3 

p !>p 6 _ 7ji> 7 J t p n ! 13 p' s " 


warden mit-gotoilfc; niu Bind leichL ’/.u bcRliitigen, indom man heiile Sciten nacli x — ^ 
rerr/iort, wobei dio rceliton Soiten in Summon von goometrisehon Ueilion (ibcrgolien. 
i'iULEit y.u dictum ltoihon gclangt ist, wird nidil; oraiditlidu Hire Vevwoudmigsinbglic 
doulet or durdi Beiwpidn mi; wo liefort (0) J'tir p --- 2 don Wort urctg 18; uddiert nuiti 
arctg so orhiUt mini undi (2) k) Zum Sclihisse wird in mir loscm Zusammenliang 
(loin Vorliergclieiulon mit Bomitvimg dor Forme] n 


Hill x 
COS ' 



sill X 

,r 

cos „ cos 


4 win 


■l ’ 


8111 X 

X .r x 

con ^ cos t (MS s 


H sin 


X 



die Gleidmng 

( 7 ) 


siti x x r x x 

— (MS „ COS COS cos 
X. 2 A rt [ (» 


nbgcloitet. im»l durcli cine kurze Nfiherimguroclmmig mittols dor bogurithmoiihif'el bosl-i 
Kino unondliclio Mongo von Formohi, dio n!io iiIb Vcmllgcmoinonmgcn dor Forme 
iuizusohon wind, gibl ICulmk in der Alilinndlnng 280 

Dc progrcasionibus arcitum circularium, quorum {(tngrntrs secundum 
ccrtam legem proce.dunt 

{Opera omnia li&, p. 10—30), die am 2)5. Novombor 1758 in der Berliner Akndomic 

losen, dmm tibor am 15. Oktober 1759 dor Polcrsburgor Akiulomio vorgolcgt wordon 

0 ! ' 







13ie in ihr mitgeteilten Formeln bernlicn alle ant* der Iclcntiiiit 

:irdg ;r, — arctg u' n — (aretg — arctg .c 2 ) + (arctg arctg ,r 3 ) 

(8) I- (arctg .r 3 — arctg * 4 ) -f-b (arctg 


- arctg -}• arctg ' 1 -\ . u ar.-tg • ' 

b 1 x t r. d .1 -[ x 2 x a 1 -r 


und der sich ans ibr im Falle Uni ;/■* 0 ergo.bcwlci) uneiiriliohr.n Hoibe i'iiv an 


bringt sehr viel* Beispiolo, in dorian cr .r t = a + ( ]_ sufc 7.t l 1 ' - ■> -> •’*: 
or beispielsweiao, imlein or welter << -■= 7, h - 2f> wiihlt, die. Ueibo 


Umgokebrt bomerkt or: Worm 
1st-, so laftt sicli die Radio 


.1/2 -U -I .-= /,* - 4 /, y 


I jl ••(-»{ (»- • • 

n il/.'-- .V 


f) 

snmmieren, inul ibro Summo ist aretg ^ ^ . 7ni vcrliiiltiiisinUllig cinfaclior 

Form (8) gehmgt Kiii.kk ancli, incloni or fiir .r,, .x 2) x 3 , . . . die Nahcnnigsln 


t dps KoUaiibriiohs 


« -b 


t 


A + l 

1 

tf -I- 


wiihlt. Schlieftlich zoigt er, dall umgokchrt :uis 


11111 
arctg =-•- uro.tg • — aretg aretg — arctg - + 
2 if | Jf 2 1/3 Hi 


folgt 


, v\ 4- 1 

— -. 

-hi + //■ + --- 


— //a 4 !/3 4* 


?/S + l 


— 2/3 + 2 / 4 - 1 -- *.• 

Obwohl in diosor Ablmndhing 280 von der Beroclmnug der Zahl % liirg 
1st, wurdo sie docb in dio VII. Gruppo aufgonoinmou; denn sio knttpft unmi 
zuvor besprochono Abhandlung 74 an. 





( 9 ) 


A ' i x 

li ivlg / . 1,1 o /* ^ C <dl , /’ 

* - * * - s< ■ <»" -I + -.1 ,t t , + /^r, 


* (•* y j . 3 v.(- j )‘ t^x 

a o ■! '' + 1 '•! ' .1 4 1 2.. + 1 111 ' .j ^‘.1,;+ 3 (.;)• 


-t- 


Dit' rcr.lilc Suite, int, ftir t _ mid =, J- loicht init eiuiger Gunnuigkeit zu bereclme 
uml Jipfui'i. dnmi die Worte m-ctg ‘ mid nrefg -J f mis dunon sich % vermogo tier Gle.ichun 


« “ H urotg ! f 4 nrcig ?■ 
o 7 


urgilit. Dieses 1 Wocilimmgavurlahren bildet, den Inlmlt dev Ablmiidlung 70(5 vom 17. Jmii 177' 

Dr noro genera sericrum rutionaliion cl wide conveiyentium, guilti <x ratio periphcriac 

ml dianitinini exprhni jtotcxl 

{Opera omnia J/c*, p. 21 • 27). 

/,elm Tugo vorher hiittn I'Iiii.kk der Petersburger Aluuloniie die Ablmmllmig 70f> vorgelegt 


Inventit/aHo quanindam s erierum, quae ad rationcm peripheriae eirr.uli nd diamelnm 
aero proximo dcfimcndatn mar'nne sunt accomodatae 


[Opera omnia Jio% |i. 1- 20). In ihr wird /,nr Rereclmung von jt eiu in don bisher be 
^proolienen Arbcitun nie.ld. vorkommondes, sciir brauchbures Hilfsmiftel benut/t, namliul 
ilie Ituihn 1 ) 


'tO) nreig- i 


t / *j / 2 t 2-4/ r- y 2 . 4 . 0 / t 2 y 

l 2 { :j 1 -I- I 2 ' ! ‘ 8 • 6 \1 -I- I 2 ' "* 3 • b • H \1 +"tv 


1) Aus Gleicbung (Ob) S. XXXVI orgilit sicli durcb DifTerontiation 


arosm X 


= (i + *• ** + 1 ~ ** + — ■ *“ + 




ind liiornus folgt (.10) dureli dio Substitution 

nrcsin x — urctg/, also x 2 = ® V 1 ~ x2 — j"_j_ ’ 

Dio lloiho (10) fmdot sich '/merst boi Johann* Hernoui.u: Opera omnia t. 4, Lausannae ti Gc 
invae 1742, p. 24. Sic wm-do schon vor Euimn in Voibindung mit Fomclii wie (ll), (12) xui 
Jnreehnmig von n liomngezogon dmcli Ciiaiii.ks Hutton: Philosophical 'Transactions, 1M. 66, 1776 
b 4 76—492. 


Eut.kr boweist si« ;mf mohrerc Weisen mid beuutzt sie ini Znsam: 
legungssitfzen wie 

(11) .* -1 urctg £ + 4 arctg * , 


( 12 ) 

(i:t f 


x 8 m e(g * -H -1 m ctg | , 


1 3 

* aOm-ctgy + 8 arctg — 


y.ur Beroclmung von x. Insbeaondere liefert (1.8) don Ansatz, dor wohl 1 
eignoteto fat, tim don Dezinmlbnich ftlr x zn finde/i: 


_ 2* f a *2 2 " 1/ 2 \ a 2 •.!.(»/ 2 \ 3 

* io L 1 + ft ilio a.r>\iooV :i.».7 V100/ + 

3033li [ 2 Ml 2.4/ M4 \ a ] 

' r j'ooooo l :i jbodoo r 3 • /» \ 100060/ r .1 


In dor im crafun Bnmie dor /tyem postuma urseliionewm Abhandiunj 
Series mazhne idoncae pro circuit quudmlaru proximo, inven'u 

(Opcia omnia lift*, p. 207—283), die sonst ini wosontlichen nnr oine Wici 
elien besprochonen Ablmmllung 7Of) iat, boreehuol Eulkii mil diesor Formi 
innlfitollon, wozu or, wio or millcilt, nnr nngofiilir oino Slmido gebnuicht 1 
Fa hloiben no eh /woi Avbeit.en Eixkrs zu besprechon, in donen zuv 
■x Wcg© ©ingesclilngcn iverden, die tuifcoroinamlor mid von den in don bif 
Arboilcn eingescldngoiion gun/, varsrhioden aind; os aind dies dio Abham 
23. Mar?. 1730 

Considnratio progreasionis cinmdfim ad circuli qiuulmiurnm hivcnicm 
(Opcm omnia Im, p. 350—363) mid dio AblmndUing 275 

Annotalioncs in locum quondam durtoMi ad circuli quadmtumm sj 

dio 11 m 20. duli 17.58 der Berliner und am J5. Oktobor 1750 der Boton 
vorgdegt worden iat (Opcm omnia \ X f >> p. 1—15). In dor lolztcrcu bowoi.st 
tigkeil. oilier Folgo von Konstruktionen dcs Dkscartks, die mit imninr grbl 
lich beljobig grofior Genamgkcit den Dmchmesser des Kreisos licferu, dcss< 
dotn oinos gegobenen Quadrats isfc. 

Euler zeigfc, dab die Roihe 

tang T + 3 tfing ... + y tang • + ■- tang 3, + --- 



Dio Ablmndlung 125 bcgimit mit dor Uereclinuug dos Integrals 


.lie filrecko 0 ... i wird in ,, e l P l„h„ 'IViU goteilt u .,,1 „rcl B I uiihen.ngswcisn .lurch .1 
Uoeliloe.klbrmel 


nt 


. _>_ Vl , »/ _ , , nt 

*<* -i- / 2 ^ «* -i- .{ f s ■* + *)/« + *“ **■ ]y.r t ? t 2 s 


bomilnwt; damn wird die DiHureir/, urctg t - * mittels dor Euwwschon Suminenforme] n] 
goHidmlzt mid srhlittlHiuh i ^ \ gusol/.t, wodurch sicli folgende, Km-mo] I'itr ~ ergibt: 


O'J) 


X 

«* -1- i 

-|- 11 

1 // 2 -|- I 

tr -f- 11 

* + ■ 2 
n‘ 

n 

T'>r 


1 + 

1 1 

1 1 

, ■> 

\ 

7 I 

*1 V 

0 2-2 ri l ' 

' -12 ’ 2 3 • 0 ' 

GO 

2®-'lO)i 10 ' “ 

0 2 7 • 

43*07 

111-42 

1 

2° • i H id 8 

*54 r, 13 
ii-"2: : r 2 U 

i 

• 22 « 2a 

+ ... 



(Dio J'Vkl.oroti J usw. sinil dio ta.vot.wsclnm ZnhJon />' 2 , tf 0) JS iQt usw. 

IJnbr dor Ammluno » — f> gewinnt, or aus (Id) a nuf 12 De/.inialstellen richtig. 

KrUhli orlcomit (§ 15) sciir riehtig, dull dio Reiiio (14) uadi der heutigen Bozcicli 
(urng-Mn-iso n !iallilamvorg('iil.“ ist; or sugt, jo grbfler n soi, inn so gennner liefero sie a 
doo)i man sin mi eiuor gooignoton Stello abbreelion, dcun sie (Uvergiae, »md '/.war s> 

schr, dalS aueli dio Koilic, die ime.h Multiplikntion dos v tQa Oliedos mit ,r v entstelie, divergen 
lileibo, wio ldoin tmeli -x soi; dcr Quotient | ^V-a) : | bleibe namlieh (fur v>2 

olicrlmlb nntl ■ : v 2 ' fi 2 ,\ sei nsymptotiscli gleicli J 3 . Darmis schliefi 

or riehtig, dnll das dem Dolrago nach Ide.insto Glied dor Koiho (14) cine Nummer babe, di 
in dor Niiho von ^ lioiro. Mit siulioroni GefiiUI sagt Eulkh, dab man boi jenem Gliedc di 

Siimrrmlioii nbbreoheu mfisso. Kino Begrilmlnng dipsos Gefllbls odor dio Angabe einer obcroi 
Hrcii/o dos Kchlerbotragos durfto man von ibm mid seiner Zeit nicht verlangen. Dio Rest 

1) Das folgt loiclit aus (3) >S. IX. 



nhsehiit/ung, din nr in § !li veisncdit, onlbolirt dw Begnindmi/*'. Isl V dm 
niit dcm lcloinnlnn fblgondc, so 1ml x.wiir Ivi.'LKK nrld-, wonu 

(•lied und dte Jiii*-lisllV)|^oii<Ii!ii wtimnitrn nngoliilir mil don AiiI'uii^h^> 1 itMl<*n 
sohcn Iti’ilnt 


(ir») 


r \ 


■i a’ 

,,4 


',‘y /vy \ 


iilicrcin (wo it dio A nziihl dor l>rfdicdri', nlso die Ximuucj' doN l( 
d(*r licilie (M) ist.), sibnr on ini lccin (mind •»iir/.UNi , lion, wwiim die Smiium 

re 4 * 4 V 
/r 1 u x - i* -I /i' 1 

dor gnnnntrisohim Kuilio (Ifi) als Absclnd/uno - dos UorIcn liin/.ugvf'ii^i wcrdt 


MUnrlum, ini .liurnnr I0.'5f>, 


(.iKiHti 
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726. Domonstratio insignia tkeorematis mimorici circa uncias potestatnm 
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T/Koniiakoi IOui.khi Opom omnia ho» Ooinmonlutionos annlyficao 
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73G. De summat.ione aoriorum in hac forma coutentarum 


a 

1 


, ct , «• , « , a , a , , 

+ 4' + ()' 1« + 2S + 36 + ° tC ' 


Mdmoires do l'acnddmic dos science's do &b.-Pctorsbourg 3 (1809/10), 1811. p. 2(! 


742. Obaervntiones circa fractionos continues in hac forma eontenlas 


S 


n 

» -\- i 
n -)- 


2 H- 


3 + 


■n s 
4 -|- <ie. 


Aldmoives fie Pncaddmio dcs sci<Mif*ns do Kt.-Pdtorsbrmrg 4 (1H11), 1813, p. . r )2—7■ 
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rN VEST [GAT 10 QUARUNDAM SERIERUM 
QUAE AD RATION EM PERIPIIERIAE C 1 RCULI 
AD DIAMETRUM VERO PROXIME 
DEFINIENDAM MAX [ME SUNT ACCOiMMODATAE 1 ) 


Oonveutui oxhibita dio 7. Iunii 1779 


(.‘ommonlatio 705 indicis Enhstuogmiani 
N ova iiotii neiidemiao soiontinrum Potiopolitanae 11 (1793), 1798, p. 133—149 
Sumnumum ibidom p. 1G7—168 


SUMMARIUM 

Tons o.enx tjiii aprbfl van Ckulen 2 ) out cherche par approximation la circonfercnce ;r 
on condo, dont lo diamotro — 1, so sont sorvis dc la serio connue do Leibnitz, en vcrtu 
Inqnollc I’lirc s d’nn ccrclu, dont 1c rayon =1, cst exprimd par sa tangcute t do la 
micro suivauto: 

:i donuo pour In circonfdronco ontierc 

- ]/l2 x (l - + 6 -- S8 - - fTjji + ~ etc -) 

1) Confer hao cum dissortationo Conunontationom 74 indicis Enbstrobmiani, 1-lo.vuaroi 
VLbuu Open i ornfiifi vol. In, p. 245—259 ot Commontationem 809 Indus volurninis. 

C. B. 

2) Voir la nolo 2 mi 1ms do la page 3. C. B. 

Tikomkabdi Kur-mti Opera omnia Iio* Commentationes analyticae 


l 


Feu M. Eulkk avoit dejii propose 1 ), duns le ncuvieme volume tics aneions Comm* 
pour l’amiee 1737, mie mdlliode de diminuer ce travail dnorme, en faisaixt usage de la 
6ition des arcs, efc notnmement de {’expression 


qui domic 


n 

I 


= A tang. • - -(- A tang. 


] 


a 


n 

T = < 


_l* . _ 


.i. 


a - a* “*■ ri~- 2* 

. J_ +_L. 

■i- 3 4 n o 


- rtf + QtC - 

-7^-1- Ck - 


Le travail devient encore plus legcr, quand on sc Bert do lu decomposition 

7t **- 8 A tang. * -\- 4 A tang. ; 


los scries qui en rcsultent deviomont. ires convc.rgentes; lc senl inconvenient qui en 
un peu l’avuntago est la division successive par 49, qui n’est pas asse/ commode. 

Pour romedier ii cet inconvenient, M. EuLiilt donno iei line miiro expression > 
par sa tangeiito l , savoir 


- -Ub + r (, + ,,) + ^(1 + rX (x-+-„)’+ «t.;|, 


qu’il demontro do deux nmuieres diffdrentes ot qui, en mettnut t « | et jmis 
l'oxprcssion 


x “ 8 A tg, + 4 A tg, J-, 


t ~ 


doimo la circonfdrence cxprimdo par les doux sdries suivantes: 

■ L Tit 1 + i (iV) + l'i: (-nr) S + »!i 1 r(iV) 3+ otc -]l 

r - / 2 \ ,'i • 1 / 2 \ 2 ,2 • 4. it / 2 \» t -1 
. *oL ” :i’ mW **" » •'/> \io«/ 4 * a •&“7(100) + ctc, J 


rr •=-- 


qui Bonl non seulemcnt triis convergontos, mais, do pins, dun usage tres eommod 
fucilile avec laqnelle on pent ddduiro cimrpic terme de sou precedent. 

L'avantago doviout encore, plus grand, si 1’on so sort do la decomposition 

sr -* 20 A tang. * + 8 A tang. A; 

car olio fournU des sdrios encore pins convcrgcntcs et donees des rnAinos avantftj 
fciVcuicnt a la commoditd du catcnl. Cos series sout: 


2) Voir la note 1 an bus do la pago 3. 


C. 13. 


100-iooL 1 + 3 (iboo„o) + «T 6 (ioVc^o)*^ »! 2 V? (rooJsb)*-^ etc -J J 


.lonu, s „e™a, CHI ...rtonl reman,,„W. pm- h ,,ro„ri^ dc d„„ncr la 6 o,m„c dec ci 

],, cim'aru tenues "xaclement par mic fraction ddcimale <le afl cLifreo, tons les suivaus ct- 
(.108 */(<r08. 


1. Qm post Ludolpjium a Cki;li-;n l 2 j veratn rationem peripheriae ad ft. 
motnim proximo assigns snscepcrunt, usi simt serie Leibhitiaka 1 ], qua p 

oirculo, emus radius ^ 1, arcus quicnnqne 5 per sunm tangentem t ita e 
priini solot, ut sib 


quao 00 miigis convorgit, quo minor tangens t accipiatur. Scd quia arcus 
m. 1 to lam peripherimn, vol ad arcurn quadranfcis coguitam rationem tene: 
Jobot, pro arcu s vix minorem valorem assumore licet, quam 30 graduui. 
.|iiij)po emus tangens est ^, quo valoro in serie substituto, si semiperipher 
'ii'culi per n dcsignetnr, crib n = Os, unde deducifcur Iiaoc series 



+ 9.11 - otc ) 


line patch calculum hums aerioi ante institui non posse, quam radix qm 
Imtii ox numoro 12 ad tot figuras docimales fuerit extracts., ad quot vale 
psius n desideratin', quern stiipeudum laborcm olim Abraiiamus Sharp 3 4 ) usqu 
d 72 figuras dccimalcs, turn veru Professor Greslnuniensis Machik 3 ) a 
.00 figuras ost exsecutns. Multo maiorem autem laborom sollertissimus calct 
ator Gulins nn Laony 1 ) est oxantlnre coactus, qui ex eadem serie valorei 
psius n udoo usque ad 128 figuras decimalos detcvmimivit, qui labor ccrt 
>lns quam limmlons est ccmsendus, cum tamen extvactio radicis ex numero 1 
niifcmn tunquam opus praolimiuare sit spcctandum, istam euim immensar 


1) Vido J.i;ii,\iiAni)i J'luu'id 0\>era omnia vol. Im, notam ad p. 178 adiectam. C. It 

2) Vido TtEQUHAtini JCuucm Opera omnia vol. In, notani ad p. 2-19 adiectam. C. B. 

3) Vido hmtniARDi Kvleri Opera omnia vol. hi, notam 1 ad p . 246 adiectam. C. 13. 

4) Vido LmNiiAiini ICur.Eiu Opera omnia vol. hi, notam 2 ad p. 240 adiectam. V. B. 


l* 


fractionem decimalom demum opus oral coutinuo por 3 dividero, 
iusupor singuli termini pot numcros impares 3, f>, 7, f), 11 etc. nrd 
dobebaut. Cum igituv istins scriei quilibet terminus in line forma c 


+_Vj3__ 

(2« + 1)3"’ 

ubi >? denotat mimonmi ternimoruin, tot tonuinos computari oporlet, 

l_2« + i)3- = 10 , 9H 

y 12 

sive, logarithmis vulgaribus sumendis, donee fiat 

l(2n 4- L) + nM — 128; 

undo primam partem l(2n •+ 1) negligendo colligitur 

128 + .W12 

-is 

hinequo prodit torminornm nnmerus aliquanto minor quain 2(13; c> 
quo inaximo ost rninmdum qucmquam f'uisso ropertum, qui hmic : 
laborom exsoqui sit aliens. 


2. Iam dudum 1 ) autom proposni metliodnm istnin laborem 
siiblevandi, postquum scilicet ostendi duos arcus satis oxiguos in Ii 
adliibari posse, quorum quidem neuter ad poriphoriain teneat ratio 
ualein, quorum tamen summa talom mtionoiu teneat. Tales arcus 


ita ut 


71 


4 A. tang. 1 -+ 4 A tang. 

6 XJ 


l) Oonfor Cominonlatioms 74 indicia Encstroicmiaxi supra Inudatao §§11 « 
LfiOStHARDt Eui.kri Opera oninia vol. lu, p. 262. C. U. 



—ItfOj AU UJ-ii.urilJUJ.U lJ hi' 1IN UA-U .UAAIJIJ'J DUlYl jVL-OUJI.UUUA lAJi 


{uornm ut.erque per nostrum scricin facile ovolvitur, cum sit 


A taug. ~ = 

„ > 1 ... 1 _ 
2 3 • 2 3 n 5 • 2 5 

- + etc - 

A tang. | = 

_ 1 1 , 1 

3 3 • 3* 5 • IP 

- 7 - 3 -f + etc. 


tbi termini illius soviei fore in ratione quadrupla decrescunt, huius voro i 
•atione fere- noncupla kleoquc multo magis conveigmit, quam series ab Au< 
;oribns memoratis usurpata. Praocipue vero notanclum cat hoc modo nullai 
jxtvactionem radicis vequiri sicquo fore maximum partem illius laboris evitar 
iraotoyea etiam singuli termini. iiavuin uovarmn scrinrum facillime in fraction* 
loci males convevtuntnr; quae quia figurac cevtnm ordinem, imprimis ab mitt 
servant, computus ad quotennque flgnras sine nmgno labor© oxtenditur. 


3. Multo magis autem labor diminuetuv, si adhuc minores arcus in sul 
udium vocontnr. Cum eniin sit 


erit nunc 


A tang. y - 


A tang. * -f A tang. -• 


71 = 8 A tang. --- + 4 A tang. 


l 

7* 


sicquo in sorio priore termini statim in ratione noncupla decrescunt, in post 
*ioro voro adeo 41) vicibus cvadnnt minores. Unicum autcin, quod liic des 
durari posset, in hoc consistit, quod non tarn facile per 49 continua divis 
instituatur optandnmquo fuissot, ut istn divisio vel per potestatem denai 
vol alius mimori siuiplicem ad 10 vationem tenontis oxpediri posset. 


4. Incidi autem nupor i)i moduin prorsiis singularom, quo lmic incor 
modo felicissiino successu occurritnr atque adeo series praecedeutes mag 
onvergontes redduutur. Constat autem isto modus in idonea transformatioi 
soriei Licihnitianaj?, quao per scqnontes operationes procedit. 


s 



i] 

:V 


t 7 t 8 
Y~*“ 9 


— etc., 
-j- etc., 


stt = 


ergo 


s -f- stt = 


'+ i 


t *- --/ 5 
3 • 6 


5.7 r — 0tC ' 


hinc 


'-^-sV + irV-T V’ + etc - 


sit = - 

1 •: 


0 0 

_JL /*_!_ 1 
3 ■ .V 1 5- 


/*- 

-*- 4 <*+ 
3 • 5 • 7 n 

ergo 



„ _ 2 ■ 4 2-4 

S 1 ; 3 * 5 ^ 8 • a”*; 

, t 3 + 

f 

- s _ 

6-7-9 

*"«- , a :,r 

. f — 

> 

3 • 6 • 7 ^ 

™+")- ~ H- ^ 

t 3 - 

2-4-6 

3 - 5-7-Ti 

2 4 • G 2 ■ 4 ■ G 

5 3 6~7 ^ 3 • 6"T~9 

/ 3 -i- 

3-4-6 

6 . _ 7 ■ fTfl 

S '"^= 4 . -inUL 

n 1 . 3 . 5.7 


2-4-6 

8-6-7-f) 


a 4 


/ 5 -f- etc. 


rp.+</) 


2 _i 4 ^/ , 2 _1 ±l 8 _ 

3 • 6 • 7 1 • 3 • 6 • 7 • 0 


« 3 


3 


2-4 -G-8 

■.5~7T9-.Tr 


t b -\- etc. 


etc. 





iJJ jvuiU J'jvi x.ijrjHMn.'i JJAAJ.UJ'j OUl> J l Ail* 


j ./u — j u i i L/iairt 


5. Colligamus iam siugulas substitutiones liic facias, quae sunt 


s 


l s'tt 

i +77 + Y + 7^ 


2t_ . s'll 

“ r i-Mi’ 

'2--it a"'It 

g‘7m i' +7o i //’ 


2--I-G/ fT'tt 

:-i* o . 7(1 +7*j ~ i-t-ti¬ 
de. 


Quodsi iam vnloros posteriorcs in pvancedcnfcibus substituautur, pro a 
sequens obtinebitur nova series 

l , - P I 2 *‘ 4 , ^-l-C x , 

i \ tt ‘ 3 ’ (i -i- tty “ h ;r-5' a -j- <v) a n ' a:5 :'i' (7 + /// ' ctc ' ’ 

quae ad sequeutem formain commodiorem rcducitur 


s 


l 

T+tf 



•1 • G 
7-7 


Jt ' 

t +77 


-I- etc. 


nbi singnli termini adhue facilius ovolvnntnr qnnm in serie prnocec 
pvopterea quod ox qnolibet termino sequens immediato dotorminari p 
Ita ox primo tormino reperitur scemidus, si illo per v et poi* rvT, 11 

plicetur (Multiplicutio ivutem per fit, dum pars tertia subtrahitur). S 
dns per x(r+7f) ln 'dtipHcatus dat tertium; hie veto per y (yq/y^) mul 
catus dat quavtum et ita porro. Facillime autem per fracfcioncs ®-, -jj 
multiplicatur. Praetcroa vero hand cxigumn est lucrum, quod omnes te: 
sunt positivi, oormnque ergo sola nddilio aveum quocsituin s suppeditat 


6. A.d banc autem jiovam seriem primmn methodo longe alia sum 
ductus, quam hie apposuissc operao erit pretimn. Cum sit 


rjn_ 
J 1 +tV 




extendatuv, ita ut tutuvum sit s — a tang. a. 


7. Turn vero lmius formulae denominatorem \ + tt sub 
praeseuto 

1 -}- (ut — (aa — tt) 

hincquo porro sub hac 

aa — tt\ 

quo facto fractio evolvetur in hanc seriom 


sicquc erit. 


i 

1 + aa 


. an —tt 

1 ' T+ aci 



aa — tt 
1 + a a 



~- - fdt 

1 4* aaj 


! + etc.' 

^ \ a a ' V 1 -1 -aa/ ^ 


postqnam scilicet integratio a i = 0 usque ad t = a fuerit 
statim patet pro primo termino foro 

J'di = a, 

pro secundo autem 

fdt (aa — tt) = jj- rt 3 . 


8. At vero, quo facilius omnes termini sequentes intcgrei 
aequationem evolvi conveniet 

fdt(aa — tt) n + 1 ’- A fdt(aa tt) n + Bt(aa — tt) n ' 

quae difforentiata ac per dt(aa — tt)” divisa pmebet 

aa — tt = A -b B(aa — tt) — 2 hi -f 1 )Btt, 

ubi duplicis generis termini occurrunt, scilicet mere constant 
tt affecti, qui seorsini se muluo tollore dobent. 


'Viimiuiii L'Uill 


qimriu ounciem tactoiv 


mvolvat, quod evenit, statmcndo 

A »2(w -f 1) Baa, 

quo l’acto, si iicijimtio iusiipor per «« - tt dividatur, prodibit 

1 - «(2« + 3); 

undo colligit.ur 

”ilV+8 hi "^ Ue A = -£+{ )aa 

sicquo acquatio nonka assumta iam crit. 


-Buiro m intrgraliu a / = 0 nsquo ad t == a oxieudautnr, postromum membrui 
^pont.o nbit. in nihiium sicqno habebimus Uanc reductiouem genoralein 


fat {aa { i±f^fat(aa _ tty. 


10. lam opo limns reduction^ ex quolibefc termino uostrae sei-iei faci 
imo terminus scqncna nssignari potent. Qnodsi enim loco exponeutis 
mccossivo uimica valores 0, 1, 2, 3, *1, 5 etc. ponamns, sequeutja intograli 
uuiciHceimir 

fdl(aa — It) « jfl* 
jdt(aa —tty=* *a s , 

f'H{aa~tl) s = a 7 , 

pr,, . . ,w 2 • 4 • 6 • 8 a 

fdt(<,a-tty~~- fro a 

etc. 


LieoNiiAuut lOuuini Opera omnia Iio ® Cominonlationou analylioae 


2 



Atang.« = iT - fl -^ + r - 


Y a 


2-4 


(t 


8 - 4*6 


_, _#_• & 

fl-fl. (i-|-«fl) a 


3 b 


(t 


(.1 +«*) 


, + etc. 


undo, si loco a restituainus t, oriotnr ipsa series methodo praeced 
venta, scilicet. 




2_- 4 ( _tt_ y 2 • 4_6 
8-*5\i-p/*/ 3-5-7 


It 




12. Nunc igitur hanc novam serioin ad nostrum institutum pro 
coinmodemus, et quoniain supra prirao banc babuimus aequatiouem 


n ~= 4 k tang. * + 4 A. tang. , 

& il 


pro priore parte, ubi t = obtinebimus hanc soriem 


a I L 2 /, . 2 I , 2 ■ A 1 , 2 ■ A • 6 1 , , \ 


pro altera aute/n parte, ubi /«»-■» erit 


» I I 8 . 2 1 , 2 • -1 1 , 2- d • 6 I , . \ 

11S * 3 ~ 10 V ii * 10“*" S '5 ‘ io 2 3 ■ f) ■ 7 * ib® etc 7’ 


cousequentcr valor ipsius n per binns sequentes series oxprimetur 


n «*< 


1C 

10 


n.i(A) -p (~ 

1 ‘A V i r\J 1 -a . r. V i n 


3 MO/ ' 3-6\10/ ' B-5-7 \10 


2 • 4 • (5 / 2 V 


-P etc. 


+ 1 - 
“ 10 


L 1 3 \10/ n 3 • 5 \ L 0 ' 


2-4-_G 
3 - f.~7 


otc. 






'1 


iu iai_,iui MJUfj miUfllll 


ipsuni dcnarimn 


atquo hao series adco magis convergunt. 


l.i. Ijiicmm anlem aclinic multo erit niaius, si forma 
7 I= 3 8 A tang. ~ -f- 4 A. tang. ~ 


pot* novain seriem evolvatur, cuius pars prior iam est- evoluta; pro altei 
autcm, nln t =• 7 , nunc hubebimus 


k tang. | - l) (l + -3 ' + j :\ ■ -I- + etc.). 


Uinc. igitnr nanciscomur sequentes series pro valors semiporiplioriae n bids 
gsmdo 


n •■=-- 


2 - 

To 


: l \-\ J.. 2 (L\ _i 2 " 1 ( l V , 2-4-6 fl V , , 1 

OL 1 3 (lO/ 3-5 \10 3 - 5 • 7 VlO/ + etc -_ 

. 28 f 2 ( 2 \ 2 • 4 ( 2 V a ■ 4 ■ G , 2 \ 3 , , 1 

" ~ 30 I, 1 ~~ 3 (lod/ ^ 3 5 (lOO/ 3 ■ 5" 7 ("lOo") 


hiicquo cliiao scries sunt aptissimac ad valorem ipsius n ad quotcunque figure 
loci males oxprimendum, pvoptcroa quod singuli termini ex praecedentibi 
facillimo formantur atque adoo prioris seriei termini iam in ratione decupl; 
postorioris voro in quinqiiies decnpla decrescunt. Unde, si quis bnne valoroi 
ad 128 liguras dofiniro vollot, pro priorc serie computare deberet terminc 
centum vigiuti octo, postorioris voro soptuaginta quinque tantum. 


14. Quo U 8 us Ijarmu sericrum clarius appareat, utriusqno seriei oci 
torminos prioros in fractiones decimales evolvaraus; eritque 


PRO PARTE PRIOKE 


term. I. =* 2,4 etc. 

— IT. =-16 otc. 

— III. = - - 1 2 8 etc. 

— IV. --1 0 9,7 1 4 2 8 5,7 1 4 2 8 5,7 1 4 2 8 5,7 1 4 

_ V. ..H 7,5 2 3 8 0 9,5 2 8 8 0 9,5 2 3 8 0 9,5 2 

__ VI. .. 8,8 G 5 8 0 0,8 G 5 8 0 0,8 0 5 8 0 0,8 (i 

— VII. —. 8 1,8 3 8 1 (i 1,8 3 8 1 G 1,8 3 8 1 G 1, 

— V]II. .7 G,3 8 2 2 8 4,3 8 2 2 8 4,8 8 2 2 8 

p ars 1 . = 2,5 7 4 0 0 4 4 2 7|2 3 1 4 3 5 2 3 1 4 3 r o\ ( 2 3 1 4 3 
PRO PARTE POSTERIORY 


term. J. = 0,5 G 0 otc. 

II. - - - 7 4 G (i G G G G G G G G G 6 G G 6 G G G G G 6 G 

— in. =-11 9 4 G G 6 6 G G G 6 G G (i G fi G G G fi G G 

— IV. —. 2 0 4 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

V. =- ----3040888888888888883 

— V[. -.0 6 19797 9 797979797 

— VII. =. 1 2 2 2, 1 1 (i 5 fi 0,1 1 6 5 5 0 

— VIII. ..- - -- 2 2 8 1 2 , 8 4 2 2 G 8 , 8 4 2 

Pars II. .-=0,5 fi 7 5 8 8 2 1 8 4 1 fi fi 5 1 :n|<! 1 2 5 8 l\i 1 2 


Ilinc patet istas suwmas octo prionun teninnorum, ob revolutioucs 
in figiim occurrenlcs, sine ullo labore ad quotennque fignras contir 


15. Ex hoc scheinate imn sta-tim verus valor ipsius n ad o 
usque asaignari potent. Cum onim octo priorum tonninorum sum 











1 * 4 } 
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partis priori* = 2,5 7 4 0 0 4 4 8, 
partis posteriori* = 0,5675882 2, 

orit valor ipaius rt = 3,1 4 1 5 9 2 G 5, 

ubi no in ultima quideiu iigura orratur. Kacile autem iste calculus ad pi 
figuras extendi potest, proptoroa qnod termini octavmn subsequentes ex 
ipso siue difficultate compntantur. Est euim 


PRO PARTE PR10RE 


terminus IX. 

”,',1 

[i 

~lr) 

vm. 

X. 

1 1 

f \ 

\ 

- 1 ) 

IX. 


““ i o' 

10/ 

XI. 

= ' | 


- 1 ) 

X. 

10 

21 / 



etc., 





PRO PARTE POSTERIORY 


torminus IX. 

*= l (i 

- \) 

VIII. 

100 V 

17/ 

X. 

= A (l 

- L) 

IX. 

100 \ 

19/ 

XL 

= 3 -(l 

- -t) 

X. 

loo V 

21/ 


otc. 




1G. Quo usus harum formularum raagis elucescat, quaeramus valo 
ipsius 7i usque ad 16 Gguras; et calculus erifc 


PRO PARTIS PRIORE 


1. . . . VIII. = 2,5 7 4 004 4 2723143523 

term. IX. -.7 18 8 9 2 0 8 8 

_ X. -.6 8 1 0 5 5 G G 

XI. ..6 4 8 6 2 4 4 

_ XII. ..G 2 0 4 2 3 

- XIII. = - -. 59561 

- XIV. -. 5 7 3 5 

XV. = - - - -.5 5 4 


- XVI. 


5 4 


Surama =2,5 740044351 7 313748 


PRO PARTE POSTERIORY 
1. . . . VIII. =- 0,5 G758821841GG5131 

term. IX. —.4 2 9 

X. .-.- 3 

Para 11. «« 0,5 6 7 5 8 8 2 1 8 4 1 G G 5 5 0 3 1 ) 
Pars I. = 2,5 7 4 0 0 4 4 3 5 1 7 3 1 3 7 4 8 


Line 7 i - 3,1 4 1 5 9 2 G 5 3 5 8 9 7 9 3 1 G 2 ) 


17. Possunt vero etiam aliae huiusmodi fommluo pro n hivoniri, 
adliuc mngis convorgant ac paritoi* por potestatos denarii procediuit. 
enim in geneve sib 

. , « . , ft . . , ab — ftn 

A tang. - - A tang. -|- A tang. 

si aumainus i = ~ vol p erit 


surnto vevo 


tt _ «B , ft ft 

l+lt (xct + aa ' (1 ftfi + bb' 


a b — ft a 
u ft -p a b 


1) Edilio priticops: 7. 0. B. 

2) Editio princops: 5. Oorreetuo ultimao dime iigurao sunt 23. 


0 . ». 













18. Quouiam igitur habniimis lianc fornnihim 

n = K A tang. ~ -f 4 A tang. ^ , 

local prioris arcus ope reductionis allai.ao duos alios introducamus [. 

1 , 1 u , _ «* 

scilicet = ,j ; ot pro /; sumamus 7 fiotquo tortius arcus = A tang. ‘ , it 

1 1 2 
A tang. — A tang. _ 4* A tang. —, 

t) I i * 

quo valore snbatituto Corumla nostra erit 

n — 12 A tang. j + 8 A tang. ^, 
cuius arcmn prioreni iam auto ovolvimus. At voro ob 




tl -1 

32 




1 - fit ~~ 126 

” loon 


altovo habobinuis 




A tang. = 

- --: i 
126 L 

1 (. 32 + 

1 3 V1000/ 3-6 

llOOO/ ' 3-6-7 

( -f etc 

KioooJ ' 


Voruni liic continua jnultiplicatio per uumorum 32 non satis ad calci 
idonca. praocipuo autom Uaec series minus convergit quam quae e 
docluctn. 


19 , JIsuic ob caussam penitns reiiciamus istum arcum, eiusque 
reductionis supra datao substitiuimus duos novos arcus, quorum alte 
^tatuomlo = “ Ot l = y, liincquo fiet 

ah — ft u 3 

u ft + ab 79 * 


Ubi notetur, posito t = ~ fore 

it __ 9_ __ 144 

\'-VTt ~~ G250 “ iooooo’ 


quae fractio propemodo est nude patet lm.no seriem 


A tang, j- -- 


3 237 " 2 f 11 -l \ 2-4/ 14-1 \ 3 

. 3 vioobbd/ J-f) \100000/ 


6250 


maxime convergere eiusquo termiuos })ropemodum septiugei 


20. Jsta igitur series maxiine est notafcu digna propter 
genthun, atque adeo pluriinum operae prefcium erifc multi] 
non dotorrori, quippo quao, bis per 12 multiplicand©, faci 
Per 12 autom multiplicand vix difficilius est quam per 2. 
ambos istos arcus per nostrum novum seriem; atque impetr 
formam 


n 


+ 


28 

10 

3033G 

100000L 


1+ 

2 

/ 2 \ 


2-4 

/ s v 

, 2-4*0 

¥ 

\iooJ 

+ 

3.5 

(loo) 

+ 3-^7 

1 + 

2 1 

( 144 ^ 

1 + 

2-4, 

f 3 44 > 

I + etc. 

3 

Uoooooy 

3-5 

aoouuo> 


Ilic igitur coOfficions prioris seriei quinquies maior est q 
otiain singuli termini ibi exhibiti toties maioros sunt capioi 
octo priorum terminorum erit 

2, 83794109208327 1 )65| 700^93 | 70629 
octavus autem terminus 

0,0 00000000001 14064| 21 1344[21 134 
ex quo iam sequentcs termini facile colliguntur. 

l) Editio piinceps: 5. 0. B. 






mm Hni|tiniiti nbtiueiilnr, dum illo bis per 12 multiplicetur et a product. 

pars Mubl-rjihatiir millo respectu habito ad loca ciphratuiu decimulium 
uuii(to(|nitliMn ex hoe eapito abcmiri acquit, dum satis constat, quoties qui 
lad, IrnniiniH ininur o«t piuceedente. Talem calmiluin pro sex pvioribus ter 
iinin hie oxhihoamus. 


Iona. 


3. 


U. 


0,3 o 3 a o 

a o 'i o a a 

-I a i; h 3 8 4 

i -I .0 o 1 2 8 


t.orm. 

11. .-•> 

2 9 1 2 2 5 (> 

3 4 9 4 7 0 7 2 

f». 


4 1 9 3 (i 4 8 (> 4 

8 8 8 7 2 9 7 2 8 

term. 

m. 

3 3 5 4 9 1 8 9 l 2 

4 0 2 5 9 0 2 0, i) 4 4 

7. 


4 8 3 10 8 3 2 3 3 2 8 

t; !) o 1 5 4 7 4 7 t) 1,1 A 2 8 5 7,1 4 2 8 5 7,1 4 2 etc. 

Inna. 

IV. ... 

4 L 4 0 9 2 8 4 8 5 (j G‘,8 5 7 t 4 2,8 5 7 1 4 2,8 5 7 otc. 

1 9 (i 9 1 1 4 1 8 2 8 0 2,2 8 5 7 I 4,2 8 5 7 1 4,2 8 5 etc. 

*>. 


5 y (i 2 9 3 7 0 1 9 3 fi 2 7,4 2 8 5 7 1,4 2 8 5 7 1,4 2 8 etc. 
(*, {) 2 5 4 8 5 5 7 7 0 C 9,7 1 4 2 8 5,7 1 4 2 8 5,7 1 4 etc. 

Iona. 

V. 

5 8 0 0 3 8 8 4 (> 1 0 5 5 7 , 7 1 4 2 8 5 ,7 1 4 2 8 5,7 1 4 etc. 


I,mu. VI. ^ 


t; ,q (\ 0 4 0 (i I 5 8 9 8 0 9 2,5 7 t 4 2 8,5 7 1 4 2 8,5 7 1 etc. 

7 G 8 2 5 5 9 3 H 4 7 8 4 3 1 0, 8 5 7 1 4 2,8 5 7 1 4 2, 8 5 7 etc. 

0 » 3 8 (i 9 0 3 4 9 8 0 3 9 1,3_9G ^0 3,8 9 U_0_3,8 9 6 ^_et 

ti y 3 8 0 9 0 3 4 9 8 0 3 9 1,8 9 6 1 0 3,8 9 6 1 0 3,8 9 6 1 otc. 


l,K.;wjMiirn Hur.i:wi Oj.om omnia Iu* riominimUitioneB analylicao 


undo ipsos tormiuos desumaraus et in imam suinmam colligamus: 


term. I. 

— 0,3 0 8 3 6 



- II. 

= 2912256 



- m. 

=> 3 3 5 4 9 

189 12 


- IV. 

= 41 

40928485 

G 6,8 5 7 1 4 2,8 5 7 1 4 2 

- V. 

= 

5 3 0 0 3 8 8 

4 6 1 6 5 5 7,7 1 4 2 8 5,7 

— VI. 

= 

6 9 3 8 

G90 34 9 803 9 1,89 0 


Suirmuu = 0,3 0 3 6 5 1 5 6 l 5 0 G 5 1 4 7 8 1 2 8 2 0 5 7 7 0 0 3 9 1,8 9 G 1 C 

9 6 1 03,8 96 1 0 3,8 etc., 


nbi imprimis uolatu (lignum occimit, quod sunumi qninque priorum 
normn absolute exliibori potest, cl uni scilicet, fvactio docitnalis in figu 
abnnnpitur, haecque postrcnia formula pro n data ad calculmn maxiino 
accommodata. 


22. Yj\ eodoni principio, undo nostrum soriom doduxiraus, aliao 
sorios derivari possuut par iter nmximo convorgentes. Inclionudo sci 
serie vnlgari 

;V tang. t = t— t? d- l * 5 — [■ t 7 + etc. 

O I> / 


ponamns hums seriei iam n termlnos actu esso colloctos, quorum sum 






... .f 


P“-' 

2 ?T—i ' 


Smmniun aut.om sequontiuni terminorom statuamus 


p« +1 

2 n + 1 


£9»i + 3 £3n + 6 

2n 3 2 n+ :> G ^ C * 




AD DlAMETKUir DEWMENDAM MAXI.ME SUNT AOCOMAIODATAE IS 


:a ut sit 


A tang, t = H- s, 

bi ergo numerus £ tanquaiu iam inventus spectatur, alter vero s investi- 
ari debcafc. 


23. Itafciocinium igituv oodom modo instituamus, ut snpva § 4, quas 
porationes liic appouamus. 


rgo 


a =.-* - — —-1- . — etc.. 

2 n 1 2w + 3 ~ 2» + o 


}% a + 8 ]%n 4- 0 

Sit = -f- - — • - -j~ otc., 

'2n -p l 2« + A 


/2«-H 0/3** + 




2)H-i (2«+l)(2w+3) (2« + 3)(2« -J- 5) 


-}• etc. 


/3>i+ I 


2 / 


Sit h« 


'2t U + l __ , , 

S (2» + 1)(2m + 3) (2n + 3j{2"« + ft) ' 0 ' C '’ 


Stt = 


.» /3»* 4 3 

(2n+ 1J(2 h+ fi) G * jC ' ) 


2 • 4l 8rt+a 


, 2^ 2, ‘ +l *. -•■£ V 

6- (1 + — (0,2 + Ip 3) (2 m+ 1 j(3« 4-" 3) (2« + />) °^ C ’ 


9 /2u + I 

* | 11 t l 

— .. . — — - .-U s tt 

(2H-i- l)(2*H-3) 1 

otc. 


24. Quodsi iam valores introdncti restitnantnr, facile patet tandem ad 
anc seriem pervontura iri 


y/ 2 " 1 * 8 


fin +1 

,S “' (2n-pi)(! + «) (2)V+l)(2n + 3; (1 4' tty 


0.4^2n+B 

(2 'n + l ) (2 n + 3) (2 n + 5) (1 • 1- U ) 


Tv,r» +etc., 


3 * 





l.S V JliMiljA I 1U U AL/ AU Ji A J1 UjN Ji'-il I'JMUi'nLlUAi-i 


quae oxpiessio coutrahitiu* iu sequentem 

_ _ (\ ._ ' w __ 1:‘ U L _ 

s “ C2"«Ti)(M^oV ’ r (2^+3)il" + 7o (2" + 3) ^2 m’-H 5)(1+/0 

haecque series utiquo aliqnnuto inagis convorgit qtiam praeccdor 
quod denomimitores niulto imiioves sunt quam munoratovos; vcn 
rmilae ante exhibitae his seriebus longissimo autoferoudac vidont 
ad usimi practicum respiciainus. 


DE NOVO GENERE 
SERIERUM RATIONAL1UM 
ET VALDE CONVERGENT1UM 
iUIBUS RATIO PERIPHER1AE AD DIAMETRUM 
EXPRIMI POTEST') 


Convontui cxliibita dio 17. Iiinii 1779 


Connncntntio 706 indicis Enkstuokmtani 
Nova acta aeiulmniuo sdcutianini Pctropolitamie 11 (1793), 1798, p. 150—154 

Summarium ibidem p. 169 


SlJMMAR LUM 

nouveau genre iln fielics ed anssi cldduit de la decomposition 
:r - « A tang. -' t H- 4 A tang. \; 

„ j.rinuiiK- du (lovuluppement de ccs .ro eu series esl lies .liflen-nt de cclm (In 
r<? pnieddeill. I jo void: Comma 

a. im»g. *, ... *; + + ' 2 fr+l' +/#* • 

L-a par lea proeddds comitiR 

A tang. a - ■ + “’[ 1 - 1 (t) + T (t)“ i ®> + 

-i -“‘[I-;Q+-fi(T)-Mr) + H 

1) Confer line cum dissorlntioi.o praccedentom ot alias in .iota 1 ad p. 1 adiecla > a “ da ‘ ai ' 



in, .MJVU Ub.NJ'JJtrj liAi lUiNALlUiU 


Eu racttant done premierement x — — et onpuito x — on aura troin series 

1 2 4 ' 

et aiitanfc pom* A tang - , y, et la civcontCrmce z sera exprimee par six series 
ci'dcnt selon dos puissances clt; 2, c’est-jVdirc Ick trois premieres scion los p 
et les troifl derniiues selon les puissances de j , par consequent toutes ex 
verg’entes et, de plus, tres commodes pour Ik calcul. 


1. Principinm, unde bno series simfc dcduclac, sitnm cst in 
Imiomiali: 4 + .\\ qnaiu constat involvero hoa duos factored rati 

2 -+- 2x -+- xx et 2 — 2x + xx. 


Hinc ertim statim sequitur hanc formulam integralern 



cX('2 + '2x + xx) 
. ~i -b x i 


qinun signo © indicemus, roduci ad hanc 



ox 

2x-\- xx' 


cuius integrate ita snmtum, ut cvnnescat posito a = (), est A tan 
observetur 

casn x = 1 esse © — 71 ; 

A 

at vero 


casn x 


turn vero 


casn x 

Notnm an torn esfc esse 1 ) 


j ® = A. tang, j, 

-j- erifc © = A tang. ~ • 


2 A tang. - l - -|- A tang. ~ = A tang. I = ~ ■ 


1) Confer pmecodeutis Commcufationia § 3, buius volumims p. 5. 


o. a 


‘2. Gum igitm- formula int.egralis ilia signo © indicata tribus conslel 
arl.ibns, singuliiK seorsim ovolvamus, quns brevitntis gratia sequcntibus elm 
letoribus insigniamus 




a ul sit 

© = 21) -|- 2 Of. -\- cf' = A tang. o ■ 


June igitur istas Ires fomnilas int.ngvalcs more solito in aeries intinitas cvol 
ainus indn fornmndas, quod sit 


l 

•i + r 




x 13 x"' 

4 8 4~ l 



11. (piodsi iiim primo istam soriem duenmus in dx ot. integremus, prim 
onnnla, I;, per sequentem soriom exprimotur 


<>• r 1 •Y- 4 1 /r 4 \ 3 1 /x 4 \ 8 

1) « t 1 _ I. i -u ( 1 ) - i ( - ■) + etc. 

' J L r> 1 r 9 V i/ 13 W/ 1 J 


r4\ 3 


J, vuro ilia sorios duefca in xdx ot integrata dabit 


0 / xx 
4-"-r 


8 L 




3 4 5 \4 


7 U 


Joniquo oadoui series ducta in xxdx ot integrata praebet 


4\ 8 


j ^ a; T 1 _ 1 . j_ — (- 4 ) 1 — — (- ) + etc. 

^ ll3 7 4 ' 11 \4 ' 15^4/ 


4, Cam igitur sit 


©=*2t) + 2 2f. + cf, 



ovolvaiiius seorsim casus initio meinoratos, quibns cst vel 
vcl = quorum primo ost ~- = -j> seoimdo voro esl 
•2 l . 1 ; undo puteb binus casus posteriores maxi mo convcr 

ipsa prima, cuius termini in ratione quaclmphi decrcscunt, inn 
quain series Lkibnitiana sumto arcu, cuius tangens est —, p 
hie calculus nulla irrationalitato porturbatur. 

EVOLUTiO CASUS PiWMI, QUO *■ -- 1 1ST G — A. ta 

5. Cum igitnr hie sit -*■ = tres nostrao series prii 
sequenti modo procedont. 




6. Cum igitur sit 

©= 21 ; + 1 % + </“-“> 

per 4 multiplicando valor ipsins n per sequentes tres sories 

i^j_ i i_i_ l , i_ l _ 

*6 ’ 4 ^ T ’ T s is * -i* i7 * u 

l \ i j_ i 1 . _1 l _ 

3 ‘ 4 "6 ‘ 4* 1 ' T 3 9" * 4‘ 

- 1 i J_ 1 __ 1 1 _l_ 1 L_ 

7 ' I ' ll 4 5 15 l 8 * 19 1 1 



7. Ex his corte terms seriebus ratio peripheriao ad c 
minore labore compntari potuisset, quam ox serie Lkibnitia* 


ndcio usque ml 128 dcienninavit. 
in hilmrom Bublcvan; pmsent. 


0 -v~, cm iuu uc |JOSU(*- 

At vero sequontes casus umlto magis 


UVOCUTIO CASUS SECUNDl, QUO ®- 


l 

0 


8. Hoc, igibur cusit erit 

mirin' 


i 

<m> 


unde tros illao series sequcuti mode 


b 



% 






1 .1 i 1 1 _J_ 1 

r» * (>4 " i) ■ u- 13 ' 04 8 

1 1 i 1 1 __ J 1 

a ' fii h a ’ 04 s 7 ' g'-V 8 

1 . 1,1 1 _ 1 1 

7 ' (54 ' li * 64* 15*04* 




V. Cum igitur 

21) + 2%+d'-Ataiig.{, 



i , 
4 ’ 


"k + 

l 

it’ 

l 

' 64' 

l 

i'i 

' Si” + otc ') 

A tang. • 

+ /«< 

j-i 

■h + 

i 

;> 

i 

' o7-' 

i 

7 

' Si” + etc -) 


+ hi( 

' i i 

.A 7 

'17 + 

I 

II 

i 

‘ 64* 

1 

~ 15 ' 

u» + etc -) 


anhim hie ires compulandac sunt series, tamen, quia singulae secundum 
cm mlionom 1 : (id decroscunt, laborom minim in moduni contrahero licebit. 

i) Viiln notas *i), 51), -l) p. 13 hums voiuminis adiectas. C. B. 


jHHAum Kih.kiu Opera omnia He* ComnionUUion«s aiinlj’ticao 


j 



EV0IAJT10 CASUS TRUTH, QUO % = ^ 


10. Cura igitnr hie sit, x \ series nostrao tres principales 

habebuut 


‘-AO 

^=A( l 


c*"- 


I 


250 v :) 


1 _ i _ , i i __ 

T, * 1024 9 1024 s 13 

1 1 1 , 1 _j_ 

3 ’ 11)24 5 1024 s 7 

L 1 . - ■ - 1 — - l 

7 ' 1024 ’'ll' 1024 2 15 


1 

1024 3 




1 

1024 3 ■*' 



11. Cum igitur 

21) + 2^ -}- = A tang. ' , 

crit bis scriobus debite iunetis 



( 1 1 

{ 

i 

1 

+ 

i 

l 

1 

i 

+ ot,e.) 


8 ’ 

o- 

5 

102-1 

9 

' 1024 s 

13 

1024° 

1 

7 

+ 64 1 

o- 

1 

"3 

1 

’ 1024 

+ 

1 

5" 

,-h ;c* 
O 

1 

y ■ 

1 

’ 1021“ 

+ etc.) 


, 1 i 

r i 

L 

L 

-f- 

1 

l 

1 

1 

A 


2511 ^ 

Ca ~~ 

7 

’ in24 

if 

’ 1024 s 

if» 

' 1024" 

-p u .b. ) 


APPLICATIO BINQlttJM CASUUM POSTE RIORUM 
AD PERIPHI3RIAM CIRCULi PER SERIES MAX I ME CONVERCJEN 

EXPR1MENDAM 


12. Cum sit, uti iam obsorvavimus, 


orit 


y = 2 A tang. + A tang, y, 
n =» 8 A tang, -j- -p 4 A. tang, y; 






I 


H’riobus supra inventis snbstitntis valor ipsius n per sex sequeutes sent 
:nniunciim oxprimotnr: 


2 

1 — 

l 

, r ) 

1 

"<u 

+ 

(i-i- 

1 

~ 13 

«i* + cta ) 

+ l 

1 — 

i 

i 

e'i 

+■1 

I 

i 

— ' 7 

ii-- + etc -) 

+ V 

f\ 

<:i 

l 

7 

i 

T-f 

+ h 

l 

ITi* 

1 

1 5 

mV + ct( 0 

+ i 


1 

"ft 

i 

J 02 ‘i 

+ i 

i 

I 02 F 

1 

is 

T 6 S- 4 * + 

+ Id 


1 

3' 

X 

id u 

, 1 
" r 5 

1 

1024 s 

1 

7 

iok» + etc -) 

, 1 

(i- 

1 

l 

, 1 

1 

1 

+ ct0 ') 

1 + M 

Is” 

7 

1024 

+ 11 

1024 s 

~ 16 


llic orgo maximo notatn dignum occurrit, quod oranes istae series per sob 
pofcestulos biimvii procednnt. 


4 



DE EVOLUTJONE 

POTESTATIS rOLYNOMTALIS CUIL'SCUNQ 

(1 + x 4- *» + a; s -|- x' + uix.)" 

Convoiilui oxhibita dio £>. Julii 1778 

Commentnlio 709 indieis Knustkokmiani 
\ ova acta acadcuuiflc seiuiiliavutu Potrnpolituimo 12 (1 7SM), 1801, p. 17-- 
Summarimn ibidem p. 63—(M 

SUMMA fllUM 

Tons les Geomfctres counoisscnt, la signification dejs camotiUTH ^ ( 

dont leu Mr. Kuuir s'est servi pour imliquer les coi ; fliuions do In n"‘ e puistmuct 
et les grands avantagos qu’il a retire do co symbolism® pour ddcouvrir piunicu 
reirmrquablos du ces cocfficiens. Duns lo present Memoiro, son dessein u dtd d 
les cocfficions do In w ,,lC pnissnnco du trinonie, cju’il ddsigno pur les ciirueloroH 
(-g) etc., mi moycn de ccux du lriiiomc, (jj-) , ate., do iniuno (pio 1 

du qundrhiome par ccux du trinomo, ct ainsi do suite. 

Pour efTecf.uev ccci, il devoloppo 1c trinomo (1 -|-.r(l + #))''; ol, coniine le 1. 
de cette puissance dcvelopjiee csl .^'(1 + x)“, on ddveloppmil (I -l-.r)", lo f 
sera ^ x?. Ainsi lc coefficient du terme x a +< 1 sern do smlo quo, 

l) Confer lac cum Commeulationo praetor Coinmonlntiones 320 ct 65] praec 
Oommontalioaom 722 buiusco voluininis. C. H. 


coefficient (j) de la puissance ^ dans lo tiinome (1 -i-a: + xx) a develop on ini quo 
airu;r il « ct /? toutes Ins valem-3 cn uoinbres entiers qni rendent «+ /3 =- A, et on aura 



ti+WW+tm'-f**- 


D’nno lmmuMT, somblnble Vnuteur procEale jionr trouver le coefficient ^y^ 4 de In 

U9H1UH'.C X 1 (huiH It! qumlrinomr clnvelnppd (1 + x + + x*) n et le coefficient (“) 5 du 
crmo formo .r/ duns lo qumoiuo (I -f x -t- a 3 + -'C 3 -f £*)", ce qui lo conduit enfin a I’cxpies* 
on gendndo du coefficient. ^y^ tin termc x u dans le polynoino ddveloppe 


li out 


(l -f .r -f tf 3 + -}-r .t 0 )", 

n \ 2 /X ~ \\ n 




1. Incipinmus a potostato binorniali (1 + s)*, qua more aolito evoluta 
csiguemns coiil’iioiontom potostatis cuiusvis hoc character© (y), ita ut sit 


bi orgo ovit 



n\ _ n(n — 3) 

2 ' 1-2” 


n\ _ »(» — 1)_(» — 2) 
3/ “ "”l -ii-Y 


l in genoro 


/u\ n_(n-_0(»_-^)(jiyi3)_ Rtc 

V ,[ ) ' l • 2 • 3- 1 


U (n — l) ()ly 2) ■ ■y()ly'_^+_0 

.”l~2-T--A 


mde patot casu X « o ot X = u fore 



itquo atloo in genoro 



Praetorea vcro notasse iuvabit tarn casibus, quibus X est nun 
quam quibus est numerus maior quam n, significatuni fonnu 
esse nilulo aequa.lem. 


% Quoniam per hos cbaractores calculus non mediocrite 
coutrahitnv, siinilibus characteribus utamur etiam in evolnti 
tvinomialium, qiiadnnoinialhvin ot geneva Li in polynomial! urn 
IIuuc in fineni snpcvioribus characteribus pro binomio adhib: 
quasi oxpnnentcm % qnandoqmdom bine nulla ambiguitas est 
ntain in hniusmodi caiculis inillao potestates boruin chavact 
soleut; lioc modo pro evolutiono potestatis binomialis habebii 


(1 + *)’ - ($)’+ (-*) * + (j)** + (f P + Otc 


ubi ergo rnominisse oportot esse in geneva 


turn vero perpotuo 



atque has formulas in nihilum abire casibns, quibus est A v 
tegcr uogativus vol positivns maior quam «. 


l\. lisdoiu igilur cbavacteribus utoinur pro evolutiono p< 
uomiabuui quarmncinique, dunnnodo pro trinoinialibtiH adiung 
ponontem tovnarimu, pro quadvinomialibus qnatornavium, pre 
quinavium ot ita porro, hoc scilicot modo: 


Pro trmomialibns (1 + & ~b sea?)" ovoUitio praeboat 




Pro quadvinomialibus (1 -\- <c -f- x:c -p a 8 )’ 1 evolntio praoboat 


I. llis^ explicates iuquivaiuus in vevos valorem horum ebaracterum ex- 
if.tbuH ;i, 4, 5, (> etc. msignitorum fit vidcamus, quoraodo illi per cbarac- 
bmario notatoa, quippr quorum signifientus cst uotissimus. detenninari 
it, Smgnlos igitui* cuhuh hnrnm potestatnm polynornialium online pey- 
inna. 


EVOLUTIO POTESTATIS TftJNOMiAUS 

(1 + x -f a; a:)" 

>. Sorioui hinc oriundam hoc modo rcprncscntemus 


/ u V i /»Y , /nV , / «\® . , 

V67 + Yi7*+ (v) + (y) ® + 



torminns ultimns oril, =■» (^)V% ubi coefllcienfcem (^-) 3 iam novimus 

miUiti iioqualoiu, porinde :lc torminum primurn turn vero, quia 
:iont;oH isfci vetro oodem online pvogredinntnr, bine seqnituv fovo 


2 n 1 



atquo adeo in gonero 



) 9 iu nihiluui abire tain casibus, 
h X ost rmmerus intoger nogativus, quam casibus, quibns est positivus 
quara 2 n. 


hie oviclens cat valorom Fonuulao K- 


i. Auto autoin quam determinationem horum ebaracterum suscipiamus, 
incongrmim erit ovolutionera casuum simpliciorum ante oculos posuisse: 


(1 -1- x 4 xx)" 


0 1 


1 1 4 x 4 xx 


1 4 2a; 4 3xx 4 2a; 3 -b 

1 -b 3# -b Qxx 4 7o; s 4 Go; 4 4 3a; 5 4* ^ 

1 +4o;+ lOxx 4- 1Gjc # 4 19a; 4 4- 16*" 4- 4- 4 ^ 7 + 

1 4 5a; 4 15;vo: -b 30a; 8 4- 45a; 1 4 51a; 6 4 45a,- 8 4 30a; 7 4 *5o; H 4- -|-a 


1 4 Go; 4- 21 a;a; -b 50a; 3 4 90a; 4 4 120a: 6 4 141a: 0 4 4 90a; 8 4 50a;‘ J 4 


I etc. 

Ex ultimo casu, quo n »0, putot igitnr esse 



7. Ufc nuuc investigemus, quomodo hi chaructoros ox trinouiio orti 
similes characters ox biuomio ortos exprimi qneant, potostatoin proposil 
sub forma binomiali repraosoutomus hoc modo 

[1 -b®(l +*)]', 

cuius evolutio orgo praobobit banc progressionom 

1 + (.1)*(1 + *)-I- (£)**(1 + *)■ + (lp(l -I-*)•+ 4)V'(1 -I -»Y + ota 

cuius terminus generalis hanc habebit formarn 

©Va+*r- 


potestas x', quatouus quidem in iis ccmtiuctur. Forma autein genemlis es 

C-)Vo + inido ob 


(1 -1- */' - * + (“)* -1- (j)V Hh (j)V -F (•:■)/ + etc., 


quia hie occurrit gonevatim terminus (JJ)V, is ductus in (-”)V praebt 
('/*')* (aV 31 ** M ' Qnodsi ergo fucrit a£1 = X, coOPHciens (^)'(~-) 3 pars or 
cottfficioutia qnnositi * 


!). Quamubrem ad valorem coiifficicntis (-^) 3 eruendmn tun turn opus a 
Jilloris « et ft omues valores in integris tribuere, quibus pvodirc pole: 
(t-\-(1*-*X. Evidens autem est umbos bos umneros a et ft ueqne negativ< 
nnquo maiores qinim n capi debero, quia alioqnin ista forma evanescevot; tu: 
vovo, otiam si oswit ft > a, formula pavitev esset nulla. Hinc igitur max 
mus valor pro a assumcndus orit X, turn vero ft = 0; undo scquitnr 

si a = X, X — 1, X — 2, X — .‘1, X — 4 etc., 

foro /? — (), i , 2 , 3 , 4 etc. 


10. Producia igitur ox singulis his casibus orta et in unam snmma 
collecta dal)nuf valorem quansitum cliavnctevis ("j 3 , ita ut nncti simus ha; 
dotenniuatioHom 



sicqno isto valor per partes coguitas exprimituv, quavum mimerns quovis ca 
ost finitus. 


UdNiiAiiui Eitr.mn Opera omnia Iio* Commenlationes analytic*® 


6 


ipsi ). valores 0, I, 2, 4 otc., eritqne ut scquitnr: 



HIVO 



sive 


0 



iy. Applietmnis ha(?o oxonipli loco ad ciisnm n = 0, quippe qoem supra 
I iam evolvimus; ac roporioinus: 



/a\8 



1 + f) • G -|- G • 15 + 20 141, 



V 4 (AY— 6 + 10 • 6 + 4 • 15 — 

\ 4 / 


126, 

6* 


01 1 



simili modo fivit 



qui valores cum supra dntis cgrogie convcniuut. 


EVOLUTIO POTEST(VTIS QUAU.RINOftllAldS 
(1 + x -(- + a 8 )" 


13. Valorem igitur hnnc ovoluLum ita repvaosontabimus 

>+(?)*+(})■'*+©'*•+©w <st *+■* 


ubi scilicet cst (“)'= l. Doiudo, quia nltimus terminus ost 


ot quia coGfficiontos retro scripti oundein ordinem servant, evit | 
atque in gcuovo 



ubi obsevvetiiY tam casibus, quihus X cst numorus integer ue 
positivus maior quam 3 n, valoros huins fonnulao in nihilnm 
notatis liic mild est propositum indagare, quomodo hi cluiractm 
notati per chamctorcs sive binario sive tovuario uotatos, ntpoti 
definiri queant 


14. Antequom hunc laborem suscipiaums, casus simplici 
propositae in tabula subiuncta ob oculos ponannis. 


. I 


.1 1 .1 

1 -I.." I 

a/ 

1 :?A| 

A 

j 





1 j ll.l .1 

i m/ i 

iv.i 1 

1 i::/' i 

in.i' | 

h/-i 

a/ 1 1 



J 1 in.r.i 

! :'n/ i 

:u.r‘ ; 

! -in/' | 

1 l .i -’ | 

■m/ i 

ai/ i 

‘JD.r" | 

nl.c 

.( j !:».< i 

1 .W i 

ii.il 1 : 

i mi / i 

Kir../ | 

iar./ i 

l. r i. r u" | 

iar>/' | 

Mir 


I 11 '■ I i m;.»" i | an;/' j ;ta<;/ \ i.m;/ /r.ic.i' f .w/ /He. 

i‘fr, 

• >. N mu I • >ii n 111 a 111 )iiu|Ht:>il;ini mill Imr liinoniiiili 

11 I -Ml | .r | .oj| 

iiiiIm, i’iu-<111■ - «’\i>|iilid iinlii-. |• ini'I m*I liiinc MTicm 

l i ('*).»■ I : ' ! ' -' l i ( ) '*(1 i ■' -| ..-.if i Hr., 
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unam surnmaui unjiyiuuui, vju 



Sicqne patet, quomodo oniues eharjictoros quateriuivio notati pci iaii 
sive biuario sivo ternario nofcatoa determinent.nr; quod quo clarina 
loco ). successive soribauius luuuovos 0, 1, 2, d, 4 etc. uc repoueniu 



etc. 



1 1 4 :r -j- XX -[■ a: 3 4. 3; 4 ) 1 


17. Kins ergo valorem fvolutum it,a oxhihemus 


' + (-")* + (*) 

si 

in geneve 



yero patet Hos valoves evanescove iam casibus, quibus est. ). numerns 
)r negativns, qumn quibus ost. positivus maior qnain 4)/. 


S. Xmie oadom forma tanqnani biuomium repraesontata erii 
|1 -t- a:(l -S- x -I- xx 4- a;*)]", 

-)V(1 4- x 4- xx 4- %*)", ubi factor 
; -|- xx ~b fl! 3 )" ciontiuei tenninura ita ui iunctim habeatur isto ter- 

(Quaro si tuorii «4-/? = /l t potestatis x* ex hoc membro 

;iens erii (•")* (-£•)*• Iam litteris a et, fi tribuantur 0tunes valores, quos 
re possiuit incipiomlo ab « = ).', alqno codfficiens qnaesitus erifc 



omnes cliavactores nunioro 5 noiaii per clmractevos orclinis praecedentis 
■0 4 uotutns utia cum cliaracieribns nnmero 2 notatis defmientur. 

) Mdilio pvincops: iiitixijucnomialis. 


1 ;. 13. 



19. Ex Uis iam satis liquet, si proponatnr poteslas polynomi 
ex termini* nmnero 0 1 coustant.ibus, scilicet 


(1 H- a-l- xx -[■ x 3 -\ - \-x 0 ) a t 

ttuu termini potestntcm :id conftinnntis coGfficicntem foro 
characteribus nuniero 0 notatis coinpouetur, ut sit 



quae forum omnes praecedentes in so coniplectitur. Si oin'm 
valorc 0 = 1, hoc casu liabotur potostas binomialis (1 -f- a)’ 1 , clmra 
imitate rnitati oriuntnr ex potestalo monominli l’ 1 , uudo oritur 
vero omnes in nihilum abount. Jline por casus procedendo h; 
sequitur: 



etc. 


SPECIMEN 

TRANSFORMATJONJS SINGULARS 
SERIERUM 

Oonvenlni cxhibila dio 3. Septenibris 1778 

Commonlntio 710 indicia 1 £nk.sthoj:miani 
Nova acla acadomitto scicntianun lVlropolitamio 12 (170-1), 1801, p. 58—70 
Summarium ibidem p. fi-l—66 


SUMMA1UUM 


-os series dont il est. question duns cc Memoiro sont comprises sous la forme gimdrnle 

, » i + «. A . r q. "(« + *><* + 'W "(" + _*>(* + *}& + et „ 

^)-c ^ <J (c I) X h 8(e + 2 ) 3,4 


1 marqno dans clmque termo le coefficient du terme precedent; die doviont uno ex- 
;ion fiiiie toutes lea fois que n on b cat un nombre enticr negatif, el die* a cela do 
rqimble qu’en mefctanfc 

s *(1 — x) t '“ a ‘' b i c — a = cc, c — b*= {j f 


a exprime par uno sdrie pnrfnitunienl scmblnblc a la proposdc, savoir 
._1 + «JU + + « „ nf« + s)((j + 2) , 

*“ l +lV+ ‘2 (c 4- lT X + ' "8 (c -f 2)' + ° tL ‘ 


L’analyse qui u conduit 1’ftnteur a cette transformation singulierc consiato a trans- 
or la sorio proposes cn une equation difftironticlle clu second degre, operation qui 
ctuo faeilemcnt et qui donne 

*(!-*) + ['■ -(« + ! + l)x\~ - ah — 0 . 

o.suAitoi Eih.eri Opera omnia lie* Commontationca analytical} 0 


cf res valours etnnt substitutes dans I'eqiiaUon tlift'oreiilielle du socond degre, on rib 
iT jl _ x) + \c 4- (a -b l> - 2c- 1)^1 7 - (c ~ <>){c - M - 0 

on hien, it ranee, i\p. c — a k, c — b — (i t 

x (1 — .v) + [c — (« + ft + 1 )1 y — ft ™ 0 > 

equation qui se deduit aussi do la preccdeuto en cliongcimt 5 , a ct b on z, a of 
faisanf done le memo changement dans la sorio proposed, il rn rdsultoru l'mit-ro sdri 
relation inutnelle entre les deux aeries est la memo qui snbsiste enlro leu deux oq 
dift'drentielles, savoir e - a - ft, c ~ b = (i ot s - (1 ■ x)”z, on I'oxposant n ~ r ■ 
b’.iutour deduit aussi la scconde sorio d'nne manibre directo do In derntoro <• 
differentio-diUerentielle; et il tormino son Memoiio par faire voir lo grand nvuntagr 
pent retircr do cette transformation pour la demonstration rigourouso dun tlinori 
calovd integral qu’il avoit trouve autrefois par nno simple conjecture of qui osl i( 
plettement demontrd, savoir quo 

(-it- 1 ) (1 — au)~ n J A *d(p cos tip -» ”—- 1 ) (1 — ««)" + l j A'*'"' 'dip cos /r/> 

oil 

A = I H- ua — 2a cos ip. 

(Voyez eur cc Uidoreme le Memoive 1 ): Dcmonslratio J'hcorcmalis insignia per c.onj< 
cruti, in Instil. Calc, hilegr. Tomo IV. Supplem. p. 257.) 


1. Contemplates sum banc serieiu 


s « 1 


L Al r L rr ( rt + 0 (^ + 1)* , /7 (rt + 2)(H*2) 

*Vt -c' h 2(c+n h 3(c-1-2) 


fl 8 *f ofcc. 


1 ) C’est lo mdmoiro G74 de 1'Index d’l'lxiiSTitoKM; Lkosuaum J'Un.mt Opera omnia, < 
p. 11)7. C. H. 



ibrumpatur eiusquo summa finiio inodo cxprimatur. 


1. Qnodsi nunc slatuamus 


porro faciamus 


S = z(\ ■— x'f''' h 


c, — o = a et. c — 6 *« /?, 


a z oxprimet snmmam huius seriei praecedeuti omnino similis 


1 + 


fit* a. ,/(.«_+ 0(fl+i) 
i-fl + s"(c"+T) 


* 9 +"^?S"* s+etc -’ 


nunc abrumpitnr omnibus casibus, quibus vel a vel fi est numerus in- 
nogativus, idooqno quoties fuerit vel a — c vel b — c numerus integer 
ivns. 


SJ. Ista tvansformatio oo inaioris momenti est censenda, quod non nisi 
ongas ambages atquo adco per aequationos difforeutiales sccundi gradus 
posse videatur. Operae igitur protinm orifc tolani analysin, cui ista trans- 
itio iunititnr, dilucido oxposnisso. 


A. Cum sit 


. ah ah <a -p1) (h -1-1) . , 

r i. c ‘°T 1 . ( , 2(c+l) r 


» adoo in quovis tonnino sequont.e tam numerator quam denominator 
novos faefcoros accipiat, per diffoventiationem primo ex quovis termino 
postromos factores tollamns, quod per has operationes pracstabitur 


ilH 

dx 


- + ± h - ■ (“tiitf-ii);,; + etc. 

1 -c ~ 1 • c c-f l 1 


(>’ 


quae ducta in x' ac denuo diffcrentiata praebet 


d • X'ds =» (tbx c ~ 1 -\- ~^(a -f- 1) (0 -[- l)^ c -f- ota, 

nbi brevitati cousulentos elementniu dx omisimus, quippe quod spoi 
intolligi potest. 

5. lam siuiili modo por differentiationcm singulis numemtoribi 
novos factores adiungamus hoc modo: 

1°. Series nostra ducta in x' 1 no, diffcrentiata dabit, 

d ■ ofs — ax a ~ l + l)a** + otc., 

quae 

2°. ducta in iterumquc diffcrentiata praobet 

3.j‘ ,1 '*3. 1 ,''s-«W , - | +' t -(« + l)(ft + l)a:* + etc., 
quae forma cx praecedonle oritur, si oa multiplicelur per x'"~ e . 


{). llinc igitur adipiscimur lmnc aequationem 

f)-x b ~ a *' d ■ .r\s <= x b ~' e d * ay as, 

quae aequalio ovoluta roducitur ad lmnc fonuam 

ur!' ¥ 1 dds -\- (a -| -b 1) a? da -j- abx'~ 1 s = x b dds -f cat"' 1 ds. 

ilaec aequatio divisa per ot omnibus torminis ad partem dextm 
latis induet lianc formam 


0 = x(l — x) dds -f \<: — (a -|- b -p I):c|<5s — abs, 

ita ut a resolutions tuiius aequationis dill'croittialis aecuudi gradus si 
soriei propositac pondeat. At vero haoe aequatio ita comparata esse 
ut in gouoro nnllaiu integrationom admittat. 



n 


/.s 

ill'eimil iaiidn frit 

nl fl .»•) 

1 1.:, 

( 

> : in 

.1 

V 

C 1 


ar/|iial.i(t di-nim diflWvril.iitla 

imudicr 


* > :> ,'N 1 

»v • , a’* 

II i .I' 1 

s 


(1 .ri* 

mldiil ill- li;ur ari|iinl.iii 

i • i ,J 

'J Hi r i a' 


s : t' 

mdiliii 

-•(1 

U 0“ 


n i\i rr 

-'ll ,ii 

ii(h | i, .i* 

(1 .M* 


•v ^Jin mI f.i nun iinjimho |inijio:iilii jut x divinii. il;i rn|inu > :<nnli>|.iir 

11 ■■•»'( I -»* | |r |« - I'/j | Ij . 1 1 r S ah, 

mill ,! il ul inn*' |ht\ ■•nimmin ml unjiml inmMti ilill'm'i'iil-mli'in Nir.umli gnuhlH 
•’ i'l j . m il ' i 

,ll , ' i 11' (a | h I- I j.,:| 

• 2 

»M»> I > > > .»■ • {'I I II I l).r|« .!■ , . 


M. Kvidmm liii‘ mil. mii iit<']' iiiii »i il;i assmui |»ohhi», ni poslrnimi unMubru 
Itiiimloirhi I .r liiiln'iilia jmr mini dividi ijuminl, id ijund nviMiil ciihii 

in f..i niuii > iniii'Ci'ib-nliH i>lfiin>ii(a r.r omiltriulu mm( 

(!. II. 


1 I lii Ihf toi imil i u> ' iiimi 


n = — n — h -|- t:, quo valoro introduclo, ut sit, s — (1 — xj J 

inter * ut x hsinc accipiet fonnam: 

x(1 — j-) -|- |c -r frt -b h ~ 2c — l)a ;]#2 — (c — «) (c -- i)* “* 


10. Quod,si iani in hue aoquatioue ponatuus c — a = a ot c 
iicquatio inter s et x sub hue forma apparebit: 

X[\ - x)fj(>z -b |c — (« -b /? -b \)$\8z — «/?* *“• 0, 


quae a priori prorsus non differl, nisi quod toco litterarum a ol 
habeamus a ot /?. Quare cum prior acquatio differontio-difl'orontialis 
ex serie 


.9=1 + 


ab 

r~c 




2(C+1) 


3(c+2J 


vicissim ex aequatione posterior*) nascotur series 




(c + 2) 


existeuto a = c — a et (5 = c — b; atquo hao duao serios .s ot z ita i 
vicem pendent, ut sit s = (1 — %y~ a ~*z sivo j = (1 — 


11. Vernm ex posteriore aequatione differentio-difforontiiili method* 
eadem series pro z elici potest. Cum euim ox serie priori posito ic « 
5 = 1, nunc autem posuerimus 2 = (1— a)'*' 1 ' ' J ~ c s, eodera casii x^O flob z 
Hoe notato pro z fingamus banc seriem: 


unde fit 
et 


z — 1 + Ax + Bx i + 6V+ etc., 

^ + 2Z?5c+ 3CV + 4J)a; a + SJLV-b etc. 
8dz= 2# + 66 f a:+ 12J)a; 8 + 20£a; , + 30*V + etc., 
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1 i 
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I. ,(r ((fi ll, 

II. :!/>’((■ | ll i« \ \){,i I l).-f ■(), 

ill. :u'(r i :i) i( ( t :»)(,; i \\) a . .n. 

IV. -I hii j :i) (« | | o, 

V. ;■ /v(r I -I I la | ■!)(,/ | -I) /'■ ■<) 

nl<\ 

I line lullin' mli-ni I'lirimidu cuid'linniiinM, (|iiuh iiim Imlminm.M, Moilii’ol 

K/J 
i • c' 

.1 iu I 1)1(1 I I) 

•Jir in 

Nu I :mi/J i -.!) 

:u<- i •?) 

'■(« l i :i) 

-i n- I :m 
etc. 

u uulmi nndliodm, 41111 Imiir r^n^iain 1 mnsfunnaiioimin huiiiuh itdi-pli, 
sit oMii|iui i*i jx i r uml>a^rs Iuh^uh jinicndul, muximti <i]dtimlnm namd,, 


/>’ 

r 

})- 


ut alia methodus magis directa et imturalis detegeretur, quo utique in 
lysin baud contcnmondnm incromentum inlerrctur. Kateor antem mo hact 
in hac investigatiouo trustra laborasso. 


14. Quoniam iu bis soriobns numerus factorum coutinuo creseit, qu> 
clmractoi*es ex potestato binomial! desumtos commodins in usum vi 
qncaimis, littoris a et b, porinde ac littcris a et p, vuloros tribmimus i 
tivos ponendo 

a = — f, b^ — fj t a^ — 'C ot p = -- n, 

ita ut sit 

^ — — <; — et n=* — c — y> 


et iam ambao nostrae series s ot z ita a so invicom pendobunt, ut sit 

.1 (l _ 

lCvolvamus nunc prime inxia hos valorcs seriem priorcm s, oritqno 




1 - c 


similique modo posterior serins erit 

J) (r 

"(« + 


+ ni - - } *’ + nit - 3 ?+ ok - 


15. Ilic iam commode characteres memoratos adliiboro poterimns. Do: 
igifcur cotifficiontom termini v", qni ipsi couvenit ox- ovolntiono poles 
binomialis (1 + v) m , ita ut hoc modo baboamus 

(1 + vf = 1 + (y) v + (-”■) v 1 + (”-) v> + etc. 


Hinc igitur pro prioro uostrarnm seriontm hot y = doindo 

_S) ^ ( 4 ) G ^ c ‘ S ' C 4 U0 * sta sorios iam coucinnius ita roforotur: 


s = 1 -I- 






u 

c +• 


+ c" 


//-.l 

C -h 1 


//“ 2 (f 
c -p 


&)*■+ 


otc. 


ao oxprossio porro uiultiplicntn per 9 — : \ dabit lnmc chavacterem: 
h notatis nanciscimnr mine hanc seriern: " r 




f. 


9rc~i 
, c|i 


X’ 


)a: s ~)- etc. 


lb. Sitnili mudo etiam alteram seriein transtormare licebit; nbi autern 
ibo notuwluui, haw; transfonnationem duplici modo institai posse, prouti 
Loros denoininaturum 1, 2, 3, 4 etc. ve] cam littcra £ vel cmn r/ conimignn- 
. Prime igitur o.v praecodente serie, si 'C loco /' et // loco g scribamus, 
inebiinus hanc aariom: 




'tirworr’- 




+ 


'LtH—1 \ 0-3 


,. + , ,s J + 0 tc. 


antom loco f et // inverse ordine scribamus ?; et prodit 


M- c-i 
c - i 


H-c- i 

c — 1 




1 / \ c 


v 2 / \ e -h 1 / 


+ (l)C^> s+fitc - 

utrnque autetn relatio nmnot eadem, scilicet 


S = (1 — xf + S +& 0. 

ku.vjmhw Ew.KHi Opom omnia 1 10 * Cominontationes nnalyticao 


7 



17. Quo clarins apparent, quautopere hac dime series pro k 
se invicom discrepout, loco £ et /; scribamus valores assuintos, s< 


'C = — c — f et // = — r • - f/ t 


ntqiio ainbao postoriores series pro littora z orunt 


'&!-) - r-r'KT ■-)'+ r: r )( r x: 


18. Quo umi has scrios ml form am cominodiorem revocenma 


!) ~r c— 1 = U ot c -- l --- «, 


ita ufc sit 


c = c -}- 1 et // = h — e\ 


hinc enim series nostra principalis erit 




Binao antoin sequentes series ex littera z formulae orunt 


prior 






postovtor 




+ (■ - 1 r*)(4r)*’+ clc - : 


ambae antem quantitates s et z ita a so invicom pendent, nt sit 


s — (l — x) /+,, + t z. 




J 


c-tp cos. up 

(l aa — '2a cos. r p) n + * 


poilto, cuius integral a termiuu <y - a usque a d termiuum 
quidcm per solum coniocturnm couclnsi l ) esse 


oxistoiito 



qimo series, si cum nostra principali conforatur, ut sit 


praebobit 
turn voro 


h •= a -f- i et e = i, 
/'= n — i et x aa; 


birmo ergo ultome series hinc t'ormatae crnnt 
prior 



l) Confer Oonimontiitionos inclicis Enkstuokmiani G72, G 7 3 , imprimis 
Kuu:m Opera omnia, vol. ho, p. XLV, 14J, 168, 197. C. H. 


<p 180° pvii 


+ etc.; 


.3 


G74. Leonuar 


7 * 


quae series ex ipsa sorio V oritur loco ti scribendo -* n - 1. 
rolatio intov s ot * erit 

.s* = (l — art)*’"' 

tnm vero esfc 




20. Cum igitur sit 


(!(f COS. I (p 




X( l 1 /M-h 


(1 + da - 2a cos. p)“+ 1 ' (l - 1 (i 1 «a) u + 1 V ‘ 


in hac forma loco n scribamus — ?/ — 1 sitqne 


y * trip cos. tip a <p — 0 j _ _ ltd ^ 

(1 -}'«« — 2 a cos. <p)~ " _n<lty — 180°J (1 — off)’"*" - 1 


(1 -}' «« — 2o cos. 9 )) " Ln<lty — 180°J (1—off) *" 1 

v-i^rr-T" + 


idooque 


= *( i; ~ T *) „ -‘)(i - 


21. Ponamns iani 


1 a a — 2rt cos. <p = A 


et contcmplemur hos duos valores integrnles, quos modo sumus 


T cos. i (p na' fn-\r i\ <( 

' ./ (l'---B«) 8 " Ti V 2 ) b> 


II. f&' l d<pcon.itp = (i - “ L ){l-a&) *'-'s=-na' 


0 an) 


consequcnter inter has duns formulas integrities a tormino (p = 0 
ip = 180° oxtensas conscqnimuv Uanc relationom muximc monum 


:J'A“S<p co, <„-(? | 0 : ') U - <-)’ 


sive orit 


(~r~*)(l — a<i)~ n f‘& n $<p cos. i(p — (1 —ua) nVl J A" 





22, Hoc postrein um theorema iam anto aliquot! tempus 1 ) per sol 
ductionem quoque ernoram, atque adoo do eins demonstrationo propo 
dcsperavoram, qnac mine ex trausfonmitiono sorioniui sillata quasi sp« 
obtulit; undo pruestantissiinns nans lmius tvansforumtionis, quae incri 
fundissimae indaginis est censenda, oo clarius }»orsjiicitur. 


23. Cmn an tom nnper 1 ) idem hoc theorema proposuissom, ratio : 
inter bimis Ibninilas intogralcs aliqnatoims ab hie invonta discropare \ 
interim tamon porl'ccto consentire deprchondiintur, si modo soqnona pi 
in snbsidium vocotur, qua gencratim est 

(-1) = (~“ v 1 -* ■)V10- 


cuius ratio imlo cat manifosta, quod in gonero semper est 


idooqne etiam 



a + i — r 



b~ 1+ i\ 
i ) ’ 


nbi signa superiora valent, si i fnorib numerus par, iuferiora vero si 
Mine ergo orit 


m -± rr ! ) •> ( 


— n — 1 4- i 


i 



24. J-Iinc igitur nostrum theorema adhne concinnhis onunciari 
Si ponaimis bvovitafcis gratia 


ita ut sib 


l -}- ati — 2 a cos. tp 
1—aa 


& 


> 


A = (1 — aa)0, 


l) Vitlo notuni ml p. *12 adioctaro. 


C. II. 


turn ista prodibit proportio: 

/ V (p cos. / tp /*Z.',V<pcos. i(p . tpvos. /</>(! 

J (rbtpcos.uf.:J 0 ., + r ~J V /V 1 ' 

-("O'C ” ') 

sicque evil 

(- (' n f')/ frp <r «“■ '>■ 

2f). Cctoruui quo tiunsfonriatkmes bio oxpostt-ac lacilms n< 
accummodavi qiiesmt, oas smjuonti thoorciuato coiuplootauuu. 


THEOREMA 


Hi coguita fuer/t sinnoia huius scriei; 



quae ponatur = H, fuiu c.fiam summae himo'um sctfitimlruiu sc. 
potmmf, fjmnnn prior esf isln: 




e - h 
c + 


,')* + ( % 


h - I 
. c-\-'2 


CHftfS SKMMHOT fiW£ 


uhi notehir esse 


c - h - 1 
a 


S 



uhi signum sapcrius valet si i nu merits par, inferius si impar; unde 


(l — .rjV+A+i 
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rtiuni hoc motto c.ifiriiitt jtotcM: 
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DISQUISmONES ANALYTIC A J3 
SUPER EVOLUTIONE POTESTATIS TEINOMIA 

(1 + x -h ;W‘ 


Conveutai osbibila. din 17. Angusti 177K 


Commentatio 722 indicis Knu.S'I'kommiani 
Nova ncla acadcmiao sciontiaruni Pctropolitanne 1-1 (1 707/iJH), p. 7,V 1 

Smninariuin ibidem p. 6G t'J 


SUM MAUIUM 

Feu .Mr. Rui.i’r a consacre ce uuhnoire it la ro.eluuelio do plusiouvs piopviH 
quables dcs coofficiens tie ee trinome developpc. I! eonsidbro lu plus grand cool' 
1 c moyen, qu'il indique, avec ceux qui le suivmit, par Ion letlros 
p, q, r etc. pour la puissance 

l>, q, r' etc. pour In puissance («+ IV"', 

p", ( i"> r " etc. pour In puissance 

et ainsi 'le suitf, efc il determine prenticremonl les eobflieions </, /• He. pur I’u; 

an moyen du symbolismc dont il sest servi dans scs dorniors ouvrugos poir 
les coofficiens des puissances du binomo; npres quoi, il s'ldtacho t\ ddtevmmov l 
qui subsisfe outre les coefficieiis du inenic ordre (Inns les puissances consbeniiveN d 
snvoir outre les vnleurs p, p,p" etc., et enlin la relation outre les r.obflidons qiudco 
vespondans, dans les ineuies trois puissances consecutivos, snvoir lo n"“ f (n 1) m ' ot 
De In, il passe h la determination des coofficiens q, r, s etc. exprimus pur le sou 

1 J Confer bac cum Commeutaliono praetor Commontalionos -120 ol 7.5] praoeodt 
Commentationem 709 huiusce voluminis. C. 11. 


x|inMinn u l) ( n I, ii- , h M rlr., cl la Hiiiiimitl ion ilrn hi *ri i*s ilonl |i*k fcruu's hi* 
’(■ill ililNH Ire nillllcK i-cni i Vi-fi |UMiillrlr:: u rrllr l|ili' l*( > III 11 ■ il I li‘N <HIh I iTIIli’H 

1 n h , 

1. ('uni nliin in .Xnrinnnt ('oinmriiliuioiiiiiiluiiio SI Mill liinlii (Ihsnuttionum 
i/timnini '). isliiin ikiIcmLiIimii I rimmiialimi innltn sl.mlio nsscin | h ‘r.siti ii l.n (iih, 
iiii ('t'rrj'iii m vin|>fi hiuiI n imiili, i|imn in;ijmi• all mil ionn Unimii'l.ninim mm 
'ini nl nr. Ilnur nli ivm nu)MM'') linr ntrin uiy'imiiml tun ili'mm triu- 

MiNcrpi nii|iin in »im u 11 in mi.iliriis nmilyliris mms nmltn plum i;i 

'iioiiiniii sn niihi nlilnlrriiiil, <|m>nmi nvpnsilimmin (icmunlris mm inp r ni.(um 
rcmlulo. 

inri|mi ipilnr nI• ipsu nvnlul.inim ImiiiM Inninilar 

(I I •< I 

• |u*»• singulis vsilnnlius c\purtiml is n Hi'tjmmti'M iiniclml. (•x|»n*MHiniu»n in 
In miiIiiiiiicIji it• jirni‘Mi-ufii(:i -: 

11 | | i .i /■ 

i' I 

l | -' I 

: 1 | *J./ | :i.i .1- i 2/ | / 

. I | :i.i- | ll.c.r l 7/ | li.i* | ;i/' | / 

I I I x | lO.r.r I 10/ I I!)/ I HI/ | 10/ | -1/ I- / 

, i i •».» | if'.r./ i :io/ i -in/ i f»i/ i />/ | ;io/.|- ir./ i r>/ | /" 

I) I'nmnumliUm bunlaU, imliviK Osi-.hiuhv.mia.ni IBM, l.r.nsiuui't l-'.i’n ni O/ii’m 

ii vni. i»6, ji 'iii nil. r. ii. 

•Ji In I'ommi'uUlu'tK- <u'.i suiiru Uui'lulii, viilr \> ‘JK iinu'scntiH vnluuiiniH. 0. B. 

'.••.sit\m>i 1 ,'ii mu il|if>M 11mili.i Ii'-|’ (’ninimsil.iliuii(‘n ruialjlif.ii' s 



Hie scilicet ex qnalibet pnteslnte facillimo sequens dedueiti 
quolibet viilore exponents h quilibot cotlfficiens cum binis p 
imam sumntavn colligatur, obtinetur cobfficiens pro potentate 
nentis n 4- 1 subscrilienda. 


•I. Ilrtnc tabulmn aspieienti statim patet in qualibot ( 
ciontos tormiuovinn usque ad medium, qai dignitatem .v" vole: 
autem iterum eodom online docreseere usque ad ultiimini to 
a:-’ 1 . Delude etiaiu baud difficultor perspicitur pro potentate 
gonevo tonniuos initiates itn oxpressuni iri'. 


1 -|- nx 4 


u(« + l) 2 , 3 , a(a 

j . 2 '' r ” ’ 1 -2 -3 * “ l_ 

j. h(«-1)(h-I-1)(h-2)(hH- 


l) ()in -|- 
’ I • if- 3 • 


etc. 


Ilos autem terminus ultcrius prosequi non attiuct, quia iu e< 
bus nnllua ordo doprehomlitur. 


-i. Hie an tom imprimis ad coblficientom maximum sou 
quom pro po testate (1 4 a*- -\- vr-Y 4 in geuoro perpetuo statu 
vero tcmiiuos hunc sequentes ita ropraosoniabo; rx “ 12 , 

unde termini medium pracoedontes orunt ordino retrograde qx 
etc. Doindo vero pro potentate seqnonti (1 -|- a: 4 xx) H 1 
apice sum notaturus, scilicot q, r, s oto., quas porro pn 
seqnouto (1 4 x 4 %%)" f 2 apiei duplici dosignabo; pro soquontil 
quadruplici et ita porro. 


a J-Iis praomissis, in hac dissortatione ox seriobns sv 
potissinium terminos medios maximis cofcfficientibus altectos 
turns, qni sunt 1, x, 3a; 9 , lx 3 , 19a; 4 , otc., qui iunct-im si 
seriem, cuius sninmain littera P iudicabo, ita nt 

P = 1 -\~ x -I- 3.7V 4 4 19as H 4 bl.4 4pa:" 4p'. / r’ 11 * 1 


6. Praotorea vero, quemadmodum isti termini ex tabula 
dum diagonalom sunt desumti, siinili modo tales sovies forn 


-= iV -]' -f 1G .X” H~ *15/ -f.|- q.c’ l ' r] -\- </V + *' 

=-’ :*■' -p Ilo; r, -|- I Os' 1 -j- -|-.• + s j. / ;i :" + s 

= :(° + 4 a; 7 -f- 15.r H ---. -j- sx? ¥ *-r .sV + 1 

= . ix*+' 4- *y + i 


etc. 


■■[- f/V ’ 1 -I- etc., 
T- otc., 

T" S ;C * r J ~f“ etc., 

-f rv* 5 + et<\ 


Mtfif.itubiH proposition mihi est prime in valores litterarum miimsciilarmn 
h etc. eannnque derivaturum })', q, r, s otc., f, q", r", s' etc. iuqui- 
quo facto otiam valonis litternrum lmunseularmn f\ Q, H, S etc. indagabo. 


INVESTIGATE UTTER AKUA1 p, q, r, s etc. 

. Cum p sit eoofiicions pofcestatis £* ex evolutione formulae (1 -f a*H- :e.r) w 
lae, istam fonnulain hoc mode ropraeseutemus: 


(s (I + *)+!)■. 


liuR evolutione utanmr signaudi modo iam aliquoties a me usitato, quo 
iontes similis potestafcis hinomialis per bos cimracfceres designare soleo 


10< (»)’ (0 otc -’ ita ut sit 


= n, 


(n \ __ n(n— l) 
\ 2 / ” 1 • 2 ’ 


/'«\ »(n — 1)(» — 2) 

\3 ) “ T- 2~y 


/«\ _ «(»— 1)(»—_2)_(« - 3) 
\()~ .f • 2 - 3 • -J 

/h\ __«(« —1)_(«-^2)_(» — 3)(« 
\5 ' " .. 1-2-3-4-5 


■0 
— 1 


/ n \ n(n — l) (» - 2) in —_3) • • • (n_— X +J ) 

U/ 1-2-V-a 


8 * 








Circa quos charactcres hie annotaaae mvabit in fetuou. 





quandoquidem hi coefficient* retro eundom ordiuom servant; ot c,ni: 
ciontes extremi sunt unitas, erit, 



Dtiindc, quin «x lege progressions tain oinnes termini prniium nnlo 
quam termini ultimum soquenfces evanescent, erit lit soquitiir: 



8. His praemissis i'onnula nostra (#(1+#)-)-1)" more solilo 
binomium evoluta debit banc seriem: 

(1 + *)' + (")ar' (1 + *)’- 1 + (■"•).*"■'(* H- *)"-’ + (")‘ :1 (H- ®)“ 
ubi notefcur esse in genore 

(i+=i + C) *+(4) +{\) * s +° U: - 

Ex singulis igitur membris illins formiic expositao dopromi dohonf 
potestalem a:’ 1 continentes, quippe qni coniunctim sumti coniponoiifc l 
medium px". 


9. Primuin autem membrum, x n (1 -{- #)*, t.antum torminum huh: 
praebofc 3> n . Ex inembro autem secmulo hanc fortuam liabobit toruiin 


<lus, qui oat ( t ) (—p^) Ex torfcio memln-o potestas a” oritur ex tomiin 

tertio, qui oat ( 2) (““)‘ c i * Smiiii modo ex membro cjuarto deducitu 

(^) ( 3" , ) 3: '* ( l l ” nio 01, * ltin ' (") (“T ') x ” e1, i^ 1 P on '°- igifcur veru 

valor littomo p ita colligituv: 



10. Simili modo ox eadem evolutiono colligere licet coOfficientes po 
testatis a’ 1 ' 11 , qui imictim sumti dabunt valorem litterae q. Talis anten 
potoataa ex primo moinbro orta erit (v)a: n + l . Ex secnudo membro oritn 

(l) (^T ") x " "* tcvfcio membro (y) (" 3 ~ 2 )#’ , + \ ex quarto 1 © 

iia porro, qnocirca vorus valor litterae q hoc modo oxprimetur: 


(n\ /ji'wh - i\ (n\n)~ 2\ . —3\ . , 

'' -u-i.-u UK h+WXt ) + etc -’ 


ubi ob analogiam primus terminus, ita repraesentatus est iufcelligendui 
(:)(■)• ^ euim, cum qnilibet terminus duobus constat factoribna, priores 
factores conatitiumt Imnc seriem: (”), (“), (j), (”) etc., posteriores 

vora istiun: (“ 7 1 ). (“ 7 s ), ("J-j etc. 


11. Pari modo ox potestatibus o; n + 2 , quao ex singulis membvis deducuu 
tur, formabitur terminus + at voro primum membrum pro hac potestati 
praobot 1 • (“■) re" 1 a sivo analogiae gratia (y) f2 - Ex meiubro secuudc 

oritur eadem potestas (y) (” 8”‘) a '" + , » 0X ^ er ^° roeinbvo (y)(~ 4 —) ;C, * +3 ’ e> 
quarto (-jj) % u + 3 et ita porro; ex quibus ergo collectis uaucisoimur valoreiv 
litterae r lioc modo expression; 


-©(D+O^+ffX^+KX-, 

etc. 

atq.,e in genews. si potestati *•« tribuamus Kttoram *, oril-, 

foJ 8 gen^fS 1 ?»-^ e8t ° mnBS tei ' mill0S harmn SOTiB ™" 

ita ut Httei-ap Kv qnam obsei ’ vo sein iw liuio esso ucqu, 
ut htte.ae «et/J pemutatiouem patiantur. Cun, (! „ im ,L 

et l'2-3..7«. 

(”r“) - + 

1 1-2. 3 . 4 ...^ . 

facta multiplicatione erit 

GXt) - i) 

* iwt 

Pro i> inventa nullaiT'mutaf 6 1UVentae hoc racdo ‘mmutentur 
l'eferentnr: “ mutetl0nMl patitur. reli qime vero 












. Praeturoa voro mnxiine memorabilia liaec conversio, qua eal, 

aim h\(» 

(k-\- (i\ (« -I-H/i ■ l)(« + /I- ’■*)■■■ Uj + i) 

v" V ') “ ' i ■ a • :i ■ ■ ■ ft 

/ h \ _ M(» — I) l'« - 2) • • • (v - « - /i -h l_) 

v« ■ i* p) ~ i • a ■ ;t ■ ■ ■ « x (u -i- 11 (« a) ■•■<« + j?) 

/ n \_ n(n — 1) (» — 2) ■ • • (n - « (t +_£)_ 

\« 'h /v ™ 1-2-3 /)X(/1 -J- l) ■ • ■ (/* + 2 )(fl -f a)’ 

bum orit 

(« + P\{ « \ _ w(» — l)(« - 2) •••(»-«- ff + 1) 

V ft )\u"'\-fi) " 1 -2 ■ 3 -ft X 1 -2- 3 • ■■ ft 

111 oamlom fornuun resolvitur formula (■“)(" ^ )* 

Per lianc igitur transformatiouem snporiores series sequimii vuodo 
i poterunfc: 











+ 


+ 



+ 



s 



5 

1 


+ 





17. Notari atlhuc merotnr alia traiiBforiuaUo, qnao ad cult 
emu iinpiimis csfc accoinmoclata. Cum oiiim ox priiiia forma si 


-C)+(-)f?-.‘U(;)(; . 


\J U + 1 


quilibet terminus bnius acrioi est C)("7l, 4 ,n dicnUir ~ II, 
evolutiono 1 


//=”(”_ 1 )(»-. 2 )-;-(a-«-l- t) ■■-(»-2«_ 4-j. 1) 
l ■ 2 ■ 3 ■ ■ • « x 1 ■ 2 ■ :i ■ ■. (4 -I- „) 

Quodsi iarn hie loco « scritmums u+1, „1, oriatui- tonnim.H 
ergo erifc 

= I*L~'j.' ( n -_2c<~ x- * 1 ) 

1 • a.a ...c«-h OxfiaVa+ 

Inc per illmn divisua praebofc quotum 

— x — i) 

(« + l) (J + a + 1) 





ergo ©vit terminus soquens 


jj (n —2a — X) (n ~ 2a ~ X - ■ l) 
(« + 3 ) U + « + 1 ) 


8. Quodsi ergo in hac serie more Nhwtoniano littera 77 denotet quem- 
tormiimm pmecedcntom, sequens semper erit. 

j-j {n-2u — X)(n- Ua — 2— 1 ). 

"(« + \){X + a -|- I) 


oum primus terminus sit ubi est a = 0, si liic dcsignctur per 77, 
.erminus secnndus 

(T+i) ' ’ 

i doimej vocetur 77, evil, tonninus tertius 

_ _ 2)Cm —3-3). 

a (A+ 3) 


i denuo vocetur 77, erit terminus qnavtus 

= n~ x ~ *) 0 *- 5 ) 

3U+8)"''' 

i porro. Hoc mode nostra series pro x luuic induct fonnain: 


»\ , „(» -X)(n- X-l) , (n-A- 2) (n- A ~8) 

U+ fI .i(A-[-l)’" * + 1 2(2 + 2) 




cilicet porpotuo FI designat terminum praecedentom. 


U). Tlinc igitur, si loco ?. successive scvibauins valores 0, 1. 2, 3 etc., pro 
is litteris _p, q , r, s etc. sequeutcs nanciscemur serios: 


niiahdi ] 0 iri.i:m Opom omnia ho* Comiuonlnlionea nmilylicao 


9 



p 


i + n ^ •-//" y;: V.» ■' + 


9 _ v »)+ ff &L-u^.s+/z(? - -■■' >+// " ? l ; U) + 


1-2 


2-3 


, „ (|) + n ^. ~i) + n (n ~ ~ s) + ~ 7) -l- 

. _ (") + W.-J) -f + n^m^r ■». + 

\ 3 / i l 


etc. 


20. Istae foraiae ad calculum numericum imprimis sunl. ar.comi 
quod pro sola littera j) ostcudisse sofficiot. Quaoramus sciliool, oxomi 
valorem ipsius p pro casu « = e, at ningulao eius partos soqmmli n 
perientuv; 

I. - l =1 


II. 

= 1. 

G • f)_ 

30 


l -1 


III. 

= 30 • 

4-3 

2-2 

90 

IV. 

= 90 

2-1 __ 
' 3 * 3 

20 


ergo sumnia =j; = 141. 


21. Siruili raoclo quaeramus valorem ipsins p pro casu n 
singulae partea seqnenti modo colligojitur: 



Ml. 

I.T! ■ 

in 

■1 

•> 

:!!I70 

IV. 

‘J‘i7n • 

M • 

:i • 

y 

:i 

|S‘|H() 

V. 

IH'IKII • 

c, • 

•i • 

i 

;iii;r.ti 

VI. 

.'iKioo ■ 

t ■ 

f> ■ 

r. 


VII. 

mi;:;:! ■ 

li • 

i 

i; 

!)‘,M 


Miimnn 


P 

7;I7H!I. 


Mu\ ; 111 ( (* 111 I nulriiuiji moil uni niitHo ( \ | m n l i I n nni n .sinful dm IrmiinoH 
mi M'l in niu i’\ I >i n i-. |)l it ( ili ]1 1 1 1 mim rlirii>ii<{j r undr liirili riile.ulo oniiics 
i( i :i pro IiM crin p, 7, r r(r. pro mi ti|p11i m ('.xponenl ibiiM ?/ i:xhiliori pnlonmf. 
lit' oiniK'-. i.-ilir, viiliirrii, tpmiisipH' liluioril, nmfiiiUiiiv lii'rhiL Hum' ni1 1 n n 
liunrni pniiio MMUMiin pro mnnci im Mill> lil.lcm }> mnli'iil.is mslitimmiiH. 


‘MSTIllATln UKI,ATK>N|N INTKK TKIINus VALOIlKN CONSKlillTIVOS 

V, }'"■ 

U: 1 I'mu nil. 

> i or,or/) 'Or, *)■'■»*- 

im wrii'i cmisiilrrcimiM icnninimi (iiiciiir.miquo (”)("„”)» l l llonl vocoihuh 
/, it a ul. I'arta uvuluiumi 1 Mi¬ 


ll 


h(n 1 ) 0 i *J) • • • (n 1 ). 

1 • a ■ 3 • • • u X I • • :i ■ • ■ « ’ 




termimun autein, qui liunc sequitur, dosigncmus per <f>, ut sit 


ideoque facta ovolutiune 


‘/j 



n — « — 
a -}- 1 


n (« — 1) (n — 2)_* • • ( n — 2u — 1) _ 

1 • 2 • f 1) x”2.3 •••(«-[-!) ’ 


hincquo ergo habebitur 


<f» _ (a — 2«) (« — 2 u — 1) 
77 “ ' “'"( f(+ l)“(„“|-Ty 


idooquo 


n — 


(«-j- 1)(« H- !)'/> 
(« — 2 «) (n — 2 a — 1 


21. laiu pro valoribus seqnentibus 7/ ot p" dosignoinns valoro. 1 
respondentes per </>' et tf>"; qui quoniam orinntnr ex valore «/>, 
scribatnr « + 1 et -w + 2, erit facta ovoliitiono 


unde patet fore 
hincqne 


( //^ f» + 1)«(»_- 1) • • -_(n _- 2 a) 

1 • di- 3 • • • (« + T) x i - 2 • («-i-1) ’ 


<P’: <l> = —--t L.. 
« — 2« — 1 


— 2 « — 1 


Simili niodo, si hie qnoque loco n scribainus « + 1, lmbobi 


mas 


<£" = 2 - c// sive rl>”= . JJL+ 1 )C« + 

»-2« {n- 2 «- l)(n-2u)' 


25. Hinc iam formemns banc oxpreasionom: 

A<I> -f c/y r_ 9—...... ch" 

>l + 1 (« -}- 2) (« +1 j ’ 

cuius ergo valor per ipsam litterain <P ita oxpriinotnr; 




r mm H valnrc ;mli* iluln j»»»r •/• oxpieuND, imnriHi'.mmir miquciil.nm 
iil.ioin'iii |u'r ‘/* divisinii: 

, - H , < ! (« I 0(« I l) 

11 ! |Ji :!<,• • |)(}j •.»«) (>| l)(>/ 

ii InicliouiliiiM )ilmnil;i nvudil- 

.!(// Wu 110/ '.*.«) | /)(;/ :!if) j f.‘ (r( |- !)(/■(-|- i). 

\ } Xk ('inn in Inn' iieqn;il imu 1 lillrra << ;nl Hiriniilnniiliinniii.iiom'in iisri'iidiil, 
10 lilli'iiir .1, ll, (■ t»rni‘ri-;i> mifiirii*nl, 111, n\ hiir, ni’ipml.imio dol< miii iimri 
ill. IVimu i^ilnr marqucimi'i ill ri m 11 n* InrminoM ipiiidnil.uin att nivnlvi'ulnn, 
nrid nr i->l ;i ;i• fn;11 in : 

I ,\iat u ir ith'f ii pin i-l • 


•in mnilo I'liiieijiii’iini!' Iminima ip?>utu lil.l.rram <( involvonloM, undo pm- 
imir n<l liinic iieipialioiicin: 


> 111. 


‘.!if(l :!«) 


ll 


li a , 


// 


•.»/i 


i 


I 


\\ n 


•i 


:i 


11 im li'iiiiini id* i< imiimin'H dind- haiir unipiiilimii'iii; 


' I'l'plM'lllll 


(mi >0.1 | n If | O' 1. 
, 0<l 'J) y 


U 7 . His itfUuv YiilnriluiH iuviMil.iH pro Kin^uliH l.minuiiH Hompcr nrit. 


A<1> 


ll 

n -1-1 




a 

0 * 1 ) 


if ,". 


It. 


Quodsi ergo bine computeuius bane formuhiui: 




ex priinis termiuis pro & assumtis orietur praccodens seriei p, qui out = 
ex sccundis autem termiuis pro l b assumtis orietur terminus primus, 
esfr. 1; ex tenuiuis autem tortiis coiilicifcur torminuH socuihIuh, qui 
ex termiuis quarfcis pro </> assumtis conficitur tortins, qin 

et ita porro; sicqne omnes tree sorios hoc inodo collectnu 
(lucent hanc seriein: 




quao eat ipsa series pro p data. Ilinc Imbebiinns inter Lomas litterus p 
p" hanc aequationom: 


Ap + »"f 1 P '' V (» +2)V+ i) P "~~ P ' 


28. Subfltituanms nunc loco litteranim A, B, C valores inodo invor 
ot nostra aeqnatio inter has ternas littoras orit 


1 2« + 3 , , »+ 2 „ 

4^-ifr+i)^ + 4T»~il p ~ p ‘ 


quae reducitur ad hanc: 


2 „ 2 » + 3 , „ 

»Ti p -■»+V p - ,,p > 


unde fit 


v" = P'+l~r,(v'+‘Ap)- 


29. Hitic igitur facile pro singulis valoribus exponontis n omnes nui 
littera p designati defiuiri poterunt, dum qnilibet ox duobns prnocodout 
componitur. Ita smnto n = 0 erit p = 1 ot i?'==l idooquo tortius 

/“! + }(!+30) = 3. 


t.O ) I ■ \\ III) p 


!\ <»l // 


7 crit. t.oriniMiiH tjn'nit.UM 


r" v I (7 I ;tin. 

uuulur jf «l. nil p 7 M. p ■ ID nril. IrniiiiniH mmxI.uh 

v i:i | ' (III I .VV) .m. 


00. Si hor. nimlo ullcriun pro^rndiiumir, pnl.nrimm luiur. progniMHionom 
iiiuurr t|imii;<t|uc liIMtoriI. upc lormiir 

V I ” [ ! {/> I :i /'J ■ 

: i in I >in mippriiil ill- HctpirulcH < (nl nrn i i i i;i li nui ‘h : 


.'ll 

•( ^i i 

o. mi). 

■ Ml 

Ml ■ 

U Mil 

■ ;i. M) 

• :m 

;id;i 

H ( 1 

• a. mi). 

. 1107 

1107 

( i lov -i- :i • 

- him 

;ii;i!) ■ 


- K!in;i 

HD. r ),‘l 

•!','( wim-|.;i.:ii3!i). 


or>i;r>:i ( 

' 1 -I-:i • Hiiriii) ■ 

1 « 

7;17H!) 




re.spoudero assuiiiHimns iittonini X. 


INVESTIGATE KELATIONIS INTER TERNOS TERM 1 NOS f 

2, /, z". 


32. Gum sit 



hnius soriei considci-emus toniiinum quoiiicmiquo 



cuius valor evolutus eat 

n = 1 H» — 2 ) (h - 'iu - - x -i-1) 

= i ■ a ■ a • ■ • « x i ■ 2 ■ a ■ ■ ■ (;. -h «) 
Tenninum iam hunc sequontem 


evolvarans, unde fit 

1 • -■ 3■ ■ • 1)x t ^ 

Itinc orgo colligiinus 

0 = &Z 2li ~J"> (»- 2«- X i) 

idooquo " (« + t) <* + «+.) 

[j __ U< 4- t) (A -|- a - 1- [) 0 

( H - 2« — A) (» -"2« ~ A — I) ' 


33. Iam pro valonbus soqmmtibus i ot e" dosignonnis v 
lespondentes per 0' ot 0"; q„i quoni.nu oriuntar ox valor.. 
’ enbatur (" + 1) (» + S). erit facta evolutioue 


'/' ii ’J if A 


>" ! I)</' 
a ‘.’.if A I 


h 1 mi ii lu nil 




m I ::)(« i l )</> 


" A <» :? i,- A)0« A 


I. Ilinr 11)■<iI'Mii;i nl. Miijini IcinuiMnus 1 1;11 m*• cxjircHsimieni: 


.1'/* ] '/»' | >/>", 
n I i i ii | •.»){// | l) 


viilnr |m* r */• iln <*\ 11 rimi 1 ni*: 


-/•i.i i 11 , i r 

V >i :•<. A i | u 


i.’iv A) (ii ;!<f A I) 


mum lilt»*rii•. . 1 , /», /* il;i (Iclimri «>|m irlnl, nl fiirinitln n< m 11i;ttin mvikIiiI. 
I’l iiiiiin |m. 11‘in 1 1 1 11 1 i //. Suli'-liluln itfil nr loro // vulorn jililn jn*r <l> o\‘- 
i iiiiiiri'irciHur m 'i | in’ll I rill in’i | n;i I ioin-n i ;i lViii ’1 Minibus i;mi liboniinm: 

X I mi X) \ iHu :Ut ?.) | r ■{« \ l)(« |- X | I). 


l’i. 1'iirl ;t ii'jhir <>s olnl iono i*l (*< uii’i pi;i tin primo nf rincpin I mini n is tia 
mlil'ii', 11 it n 1 i f liitci- ;iri|u;ilin pro ilrl mniiml iono I ill mao A: 

■1 uu .1 (to olt'otpo* A | ■ 

i nio'io •.] roiu>i|iiriil nr liTmini si in p 1 i rcM n lil.lonim << involvonU'H, pnr- 
iii ;ol M’i|iimlmi an|milioiirm: 

(I if/ lint j ■ „/(/>■ (X |‘Jjf<i 


niMii.t I i 11 i:t • Ijiit] tiiuiii.i ||«* r..)iiiiii'llluti"liri iiiiiilylii'iin 
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Denique coaequatis terminis ab a linens premia aequuuiu 


nn — 2;i A — n + Xk + ^_ fn — a) ( 2 n » t) , q ^ j 

undo fit 

(» + 2) 2 U 

°~~~ ~T' 


3G. TIis igitur valoribus inventis pro singulis terminis seni] 

B ... G 


A q> + ^ </>'+ 




Quodsi igitur bine computomus istam formulani: 


Az + 


,_ G_ _, 

M+ l Z (tt-f 2)(«+ \) S 


J 


ex primis terminis pro ft assumtis oriotur praoeodons sorioi z, \ 
secundis autem terminis pro ft assumtis oriofcur terminus pri 
fcortiis terminis confioitur terminus aeoundus ox ( l Uil 

pro ft assumtis conficitur fcorfcius, qui ost (y) (1* qrs)» porro 

lectis oritur ipsa series pro z data 



Relatio igitur inter z, z, /' erit 


Az-h - z'4 G ~ 

H -f-1 ()i -f- 2) ()! l) 


z. 


87. Substituaiuus nunc loco lifctoraruin A, B, G valoros m 
et aequatio inter has ternas litfcevas orit 



1 _ 2 «*3 ' , (li + 2) 9 —H_ „ 

■l 2 -1 (h + i j 2 ~ l “ .1 (H + 2 ) (n + i ) z ' Z ' 


quae rodncifcur ad bane I'onuain: 


undo colligiUir 


+ -~- + 'V -I- 3 *, 

0H-2)(iH-l) h+i 

^>+Tu^" + 3) '+ 3 <’ ,+ i)z) - 


38. Tribuamus nunc litfccrao ). successive vaiores 0, 1, 2, 3, 4 etc. 
roperiemus sequoutos relationos pro singulis liUoris: 


(» + 2 )’-o> , 

(i* + 2J(» -M) 


2h + 3 , , 

..p + 3 ;,, 


n 


a*±B . + 3 

(a+2)(«-|-l) i » + l J 


< M + 3 ;>-2» + , 3 
(»-M)(a + l) n + i * 


(»+2)(« + 1) » + 1 1 


otc. 


39. Cum igitur pro libtora ? habeainus hauc aoquafcionem: 

casu « = 0 orit </= 0 et ^ = t, unde fit 

ff"“" j (ii • 1 + 3 • 0) = 2. 

Nunc pro = 1 oil (7=1 ot q = 2 crit 

?”= 5tj( 5 • 2 + f> • 1) = 6, 
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lam sumto n = 3 ob q — 0 et q — It) mit 


q"= j’g(9 ■ 1G + 12 • G) = 4f). 


At casu u = 4 ol) 4 = 16 et. 4 '= 45 orifc 

,7'',= — (11 • 45 + 15 • 10) = 12l*>. 
■* 5 • 7 v 


40. Ilic auteni calculus mulfco laboi’io^ior et taediosior ost qniiiu 
cedens pro valuribus littcrae p expositus. Verum alia liiethodiiH mill to (i 
iude devivari poterit, qua omnes littevas q t r, a fetc.J per solaui lil.tevain j 
snis derivatis p',f [etc.] determiuare licebit; turn eniin, poslquam series i 
vorum p iam satis longe fuerit computata, hide otiam vnloros littoral 
y, s etc. multo leviori lubore colligi potenmt, id quod in soquouti ;u 
ostendomus. 


DETERMIHATIO LITTERARUM q, r, s, t etc. PER SOLAM VKIMAM p 

SUIS DERIVATIS 

41. Posito brovitatis gratia nostro trinomio 

1 -1- x -j- (ccc = X 

eins binas potestates AC" et X" 4-1 evolutas ita dispouamus, ut pares pot< 
ipsius x sibi invicem subscriptae appareant, hoc modo: 

X n = 1 + nx -|-+ q%'- x + px" qx nVi -j- vp"’* -J- $a n ' ,,s 4- ol 

X" +1 = 1 + (it. +1 )x + • ■ • + rV -' + q'x* + p'%« + 1 + + 9 + ' 8 + tv 

quo facto supra iam uotavinnis quemlibet coefficientem inferioris soriei r 
superiori cum binis praecedentibus. 


42. Per hanc igifcur legoin sequentos nunciscoinur acqualitates: 

p'~=q + p + q = 2q+p, 


</= »■+ ?+i>, 
r = s- (- i- -pry 
etc., 

do colligimus sequentes doteniiiiiabiones: 

q = - , r = q — q — p, s= r — r — q, l = s --- s — r etc. 

z 

43. Manifostum esl, hie fornuilam p' — p exprimere incrementuin qnanti- 
tis p, dum oxponens n unituto uugotur, quod cum por Ap exprinn soleat, 
qualitates inventae soquenti modo sueeinetius oxhiberi potorunt: 

q « -? Ap sive 2q = Ap, 2r ™ 2Aq — 2p t 2s = 2^/r —2<y etc. 
z 

44. Charactoro autora hoc difforontiali A in usum vocato, cum sit 

2 q = Ap, orit 2 Aq = AAp 

eoquo 

2r = AAp — 2 p hineque 2 dr = d*p — 2Ap, 
quo porro fife 

2 s = A s p — 3^/p ideoque 2As = d*p — 3AAp, 

•go 

2i = A l p — 4 AAp H- 2^ ideoque 2At = A*p — &A*p -p 2 Ap. 
inc porro fit 

2u = A b p — 5A a p q- 6Ap ideoque 2 Jit = A r, p — §A*p -p hAAp, 


43. Quodsi hos cotffficielites nummcos attentius considered 
gressionis convenire deprehetiditur cum seiie Geomotus sa is 
valoie i. cm ordinis index positus est A, obtincbiimis senuontom 


2 g = 


i(>. - 3) , _ , ?(* ■- 4)(ir*.l ,r~ l p 

t'j.T J r 1-2-3 


, A(A-6)(i-6)(A-7) fi . 8 K}- G U*~A( k ~ 8) ( X 
+ “ -i.273'4 - J 9 i-»* 3 * 4 * 5 


quiim seriem eo usque tantmn contiuuari oporfcot, quamdiu indie 
non evadunt negativi. Ita si sumaraus A = (i, quo casu lit z = v, < 
generaii utique prodit 

2u = J*p — 6^/V + !)s/*p — 2jtf. 


4(i. Quo indoles huius soriei elarius pcrspiciutnr, monmusso < 
formaru 

{x + Vxx 7 4 )" 

2” “1“' " 2“"" 


in sequentem seriem resolvi: 


x — war 


»(« — 3) 4 


n(n — 4)(n — 5) 

TT-sT. 


.«- o 


-f otc. 


Hoc igitur modo nostro acopo iam eat satisfaction, cum omnes 
s, t etc. per soiam primam p* auasque dorivataa p\ p", p"’ etc. o 
cuerimus. 



TERMINATIO QUANTITAT1S p PER FOltMULAM FIiVITAM INTEGRALEM 
47. Cum sit per tertiam fonnain supra (§ 1G] oxpositam 


P -• 1 -b 




+ otc., 


libet terminus in gencrcoril , quoin excipitisteaequens: (- 2a -^- 2 

m igitnr facta evolutione sit 

/ 2«\ _ 2 a (2 a — 1) (2 ft — 2) • • * (« +• 1) 

\ « / 1 • 2 • 3 • • • c: 

lilique tnodo 

/2 ft + a\ _ {2«-|-2)(2tt + l)2g---(ft_+ 2) 

V«+ f ' ~~ "" I • 2• :j ... (« -(- if 


3C posterior forma por priorem divisu dat quotum 


quo erit 


(2 ft + 2) _(2a +_l) 2(2a j-J) 

(a+O* «-H 

/2ft+'2\ ^ 4«-j- 2 / 2^\ 

\ « -K1 / a + 1 \ a / 


48. 


nto 


Hac ergo reductione adbibita suinto 


a<= 1 erit 


a = 2 erit 

« = 3, fit 
a =* 4, fiet 



0 

2 

10 


3 


14 

4 


18 

6 


ft 

6 2 
'2 ' T ’ 

10 0 2_, 
3 * 2" 1 * 

14 10 Q_ 
4*32 


o 

Y 


n si 




+ 


2-G*10- 14 • 18 

1 • •>' r~4 • o~ 



4fJ. Nunc igitur videamus, qnomodo lonmi-m linituni ii 
gari oportuat, cuius integrate intra datos terminus melusui 
seriem perdncat. ITiinc in linem conteinplari convoniot 
(l-t-/)", quippe cuius cvohiiio praebct Jinnc scrteni: 

1 + (")i + (“)** + (3)*“ -I" etc., 
cuius termini alterni iam continent ehavacteros nostros litte 


50. Hanc igitur seldom in duas partes discerpninus sc 
alternos ac ponainus 

ilf = 1 4- ) xx + ( *) a;' 1 -1- ( ” ) a* 8 + etc 

ita ut sit 

(1 4 a;)" - M -h N. 

Nunc autem inquiramua, quomodo aeriein priorem, 71/, per < 
ticas tractari oporteat, nt ipsa series proposita sen valor 
oriatur. 


51. Ad hoc efficieudutn ducaiuus qnantitatem M in 
differentiate dv cuiuspiaiu functionis ipsius x, atquc scquentc 
detenninemus, ut intra certos termincs, vohiti ab x = a list 
chidantur, quas couditiones ita compiiratas esse oportet, ut 
ditionibus satisfiat: 


f xxdv «■-* v, 

2. JVdv 


3. ftf’dv 

4. J x H Pv 


2 • <; • i () 

, r - 

2 •(;• io - i-i 
— - -• o 

1 • 2 • a ■ 4 


otc.; 


hoc enim modo integral© j Mdv producct lumc seriein: 

, 2 fn\ , 2 r,/»\ , 2 • G • 10 in\ , , 

ita ui- hoc modo id quod quaorhnua nanciscamur, 

fill a v 

P - *-• ' • 


52. Fornmlaruin igitur intogralinm, quas liic expoauimus, quaolibet 
a pmocedente pemlot, ut ait 



etc. 

sicque in gonere effici debet, ut fiat 

«/ m ,) 


f/i',omiAni)i Eui.um Opoi'ft omnia fie* Commontatioims annlylicao 
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53 . dun igitur pro his tewuinis integration* ohso deboat 
m fx^'fiv — (4 m — 2)f% i,n ~*dv, 

punauius esse geuemtini 

m f$* m dv - (4w - 4- //a 2 "*-\ 

ubi scilicet /7 einsmodi sit funcbio, ut. pars snbnuxa 1 utnuju 
tain x »= « quain x«=b in nihiluin about. Haoc bun iioquatio dilloi 
per ;r’"' s divisa dat 


wixxdu = (4i)i — l)fiv ~'r (2iu — • \) 17fix -1- xfill, 
quae aequatio subsisted debet pro omnibus millions m. 

f)4. I line igitur ista aequatio in dnas discerpi dobobit, qunr 
coiitineat solos terminos litteva m affoctos, altera voro roliqiios, <pmo 
uequatioucs orunt 

xxfio = <if)v -p lllfix 
et 

o = — ido — netp + xon. 

Ex priori fit 

r, 'in OX 

8v =-■ - ; 

xx - -i 

ex altera veto fit 

r, xdlJ — Wcx 


qui arnbo valores inter so coaeqnati prnobent banc acquatimiem: 
4/73x- (as - 4) {xfill — Rfix) =-- x A fin — xxMfix - 4x3//-f 4 


icque colligitnr 


:le integrando (it 
oquo 
etiain 


dll _ xdx 

n = 3*"-V 
lll = lVxx — \ 
n = cVxx — 4 
n = cVi- xx--, 


> valoro invento assequiinur nostrum difFerentiale assnintum 


do fit 


0 iCdx 
ov = — • 

y 4 — xx 


v = 2 6'Asin.-- 


do. Consideremus nunc fonnubim sut’fixain 


I7x'"'~' — Cx’"'' 1 V‘\ — 'xx, 


\m doprehondiinuH triplici inodo in nibilmn abire posso: prime scilicet, 
mdo x = U, casu oxcepto quo w = 0; secuudo, casn quo —2; ac tertio, 
in quo rc = — 2, cx quibns ergo binos torminos illos « efc b doaumi oportet. 

antein bos binos torminos eligi convoniet, ut otiam altera integrations 
l‘9, fNdv, commode expvhnator. Quia enim posuimus 

(l + x y= m-{- N t 

am ad integrate fNdv cst respiciondum, quod si penitus evanesccrot, pro 
■minis integrations sine dubio id essot commodissimum, turn enim foret 

j\M + N)dv 
o 

fdv(l -f x)’‘ = f'Me)v, 


asequentor habevemus p = 


jMdv 


1J* 


V 



unde conflcitur 

fNd, 

ubi per easdew reductioues, quns ju*o littera M iii.stitiiiimis, (jmu 
integmlis ad praecedentem ope rcductionis 


\i/‘ 1 V 3 ' 


\hJ' 


\ 7 / 


= (f)J' l 'Z >r -h + (”) f x ^ )r -I- etc., 





/>£)„ =- 4 -“ -• 

o /» 

reduci 

potest. 

Sumto 

onim »; = J crit 


iSumto 


ent¬ 

» 8 
ii ♦, 

j xdi-. 

Suinto 

in = - 7 

*) 

er it 

./Wa - 1 , 6 

•T 1/ 

fx*dv. 




CSJ . t" 

II 

( & J dv 




otc.. 



*> 4 ' 
"00 


U,K,e PaU,t> 31 m ° l, ° f*»* eviln °scer8t, etiam sequent!,, 


Q uon *am igitur invoniinns 


orit ^ ~ Xx ) ’ 

xdv = - -If'.®?.® 

V[‘i - cr.x) 

J‘%dv = '2CV‘i —-XX, 


bineque 


ae oxpve.ssio binis casibna vol % = -b - vol x = — 2 ovaiioscit. Quamobrom 
tonninos integrationis constituanm.s x <=» 2 et x ■■= — 2, lion solum partes 
\o subuexao /7a;-'"” 1 , veemu otiam totus valor integralis f NDv evanesce!;, 
pie juloo hoc casu qnuesito nostro pevfoeto satisfocimus, cam sit 

„^f dv P±?>". 

V 

2G(i-x 

V(4 — xcr) * 

is integrate ita sumtum, ul ovanescat posito :>:*=» 2, erit 

v = 2C A sin ''j — 2C* , 
ao expressio redneitur ad banc: 

n = — 2 0 A cos 'l ; 

do hoc intograli usque ml alteram terminum x —■ — 2 oxtonso prodit 
= — 2 (hi. His igituv valovibus snbstitntis or it formula quuesil.a 

F x*J y{i — xx) 

ec scilicet formula integralis a termino x = 2 usque ad tormimun — — 2 
tonsa verum praobebit valorem ipsius p. 


58. Gum lgituv luvouoriiuua 

dv =« 


59. Quo lianc fonnukim concinniorom reddamus, statuamus x =~ 2 cos (p, 
i evidons eat ensu x = 2 fieri angulum c/> = 0; casu vero a; *=— 2 fieri 
= 7r, ita ut hoc angulo introdneto integrate capi debeat a termino rp — 0 
quo ad <p**=n\ turn voro erit 

dx^ — 2d<p sirup eb (/4 — xx = 2 aiu rp, 
a substitutiono facta naucisceinur banc acquationom: 

p = 4- ~y(1 -h 2 cos y)" d(p 


a (p ~ 0 
_ad co — rr. 


DETERMINATIO REUQUARUM UTTERARUM PER POUMUbAS 

INTEGRATES 

(JO. Hoc facile prncsfcari poterit per relationes, qiias supra ini 
teras tradidimus. Primo scilicet Imbuiimis 2q =~ Jp = p' — p, nbi 
ex si loco v scrihatur u -f- 1. Quoninm igitur modo invoninms 

P= l\f( ] + 2 c 0 S( pyZ }( J > > 

erit 

P = IJ ( 1 "I- - cos <p)* +1 0(p, 

Uiucquc ergo erit 

2 /‘ 

P ~ p --- ' T j cos (p{\ -I- 2 cos (p)“d<p. 


quo valore substitnto reperietur 

H = l j dtp cos tp (1 -b 2 cos (p)" 
bine ergo porvo erit 


a cp — 0 
.ail qj ■— tt . 


cos V i 1 + 2 COS tp)* h 


61. Supra autem vidimus esse >* = </'-!Z-J>, nunc voro oril , 
q~-q*= 1J 8 ( p cos r/> 8 ( 1 + 2 cos <p)\ 

Hmc ergo si subtralmtur p, ob 2005^-1 = 0032 ^ eliciinus littori 
r = ^f d( P cos2( P ( l + 2 cos r/i)", 

= },/ B< P 008 2 <P (1 H- 2 cos <p) n +1 . 


nnde iterum fit 



62. Quoninm igihir supra inveminiis s ==•>•'—/• — q, hnbebimus bit 
r — r = - I d<p cosy cos 2y (1 -\- 2 cos (p)". 

Mine orgo si subtrahatur q, ob 2cosy cos‘2y — cosy = cosily orit 

s =« 1 / dtp cos 3y (1 h “ cos y)"- 
Siniili inodo in,in ovidons est fore 

/ ^ j dtp cos Atp (1 -b 2 cos y)”; 

oodomquo inodo roperiotur fore 

u = — f d<p cos 5y> ft + 2 cos tp) n \ 


at.que adeo in gonero orit 


= l j cos ^ (1 + 2 cos <p) u . 


63. Quoninm Analysis, qua Mo usi sumus, prorsus oat singularis ei 
consuota, lmud abs re orit voritatein barn in formularmu demonstratio 
lytica munivi, qumu do singulis uno quasi labore sequenti modo ii: 
licobit. Inclioandum orit ab evobitionc formulae (1-1-2 cos y>)\ quae 
ad lumc acricm: 

1+ ( " ) 2 C03 (/) + ( "■) 4 C03 (/ + ( g ) 8 COS </ + ( " ) 16 COS if 1 + 0 
Per notas autoin angulorum rodnetiones *) constat foro 


1) Vido c. g. Commoutationoin 2-1(5 indicia JSsesthobmiani, § 6, Corollnrium 3. 
Eulkiu Opera omnia, vol. In, p. 649. 0. H. 



2 cos (p = 2 cos (p, 

4 cos <p'= 2c.as2<p 4- 2 - 
8 cos tp* = 2 cos 3 (p 4 G cos f [ ■ 

Id cos y> 4 = 2 cos 4 (/> 4 8cos2</>4 G, 

32 cos (p* = 2 cos 5 (p 4 10 cos 3 <p 4 20 cos <y>, 


2° cos (f = 2 cos a tp 4 2 ( “ ) cos (« — 2) f/> 4 2 ( \ ) cos (« 
4 2(g) cos (a — (>)</> 4 otc., 

ubi probe notandum ost, quando terminus ultimus est. absolut 
simplum capi debevc; praotevea vero etiam cosinus angulon: 
prorsus omitti debenfc. 


(>4. His igit.ur rite dispositis evil 
(14 2 cos tp)* — 1 4 (7) 2 cos (p 4 ( ” ) 2 (cos 2 r/> 41) 4 2 (■”■) (a 

4 2 (~) (cos 4 (/> 4 4 cos 2 rp 4 3i 4 2 ( “ ) (cos f> y 4 * r > cos 3 tp - 

4 2 (g) ( COs 6 tp 4 (> cos 4 ip 4 lb cos 2<y> 4 10) 4 etc., 

undo seqnentes integrations sunt peteudao. 


65. Incipiamus a prima littera p, nbi banc soriom ducc 
tegraro oporbet. Cmn igitnr iu genere sit 




(p cos nitp = — sin mtp, 


iste valor iam evanescifc posito ^ = 0, pro altero integrationi: 
manifesto evanescit, si quidem omnes mimeri n sunt integri. j 





^ituv soli termini absoluti relinqnuntur; turn vero intcgrnli rite sumlo nr it. 
d<f> = u, quo obsorvato crit nostrum integrate 

,fs<r (1 + 2 cos </>)“ - ,, + 2(|)-r + g(1)„ + 20(---)tt + etc. 

:iioilsi liic forma gonoralis supra data consnlatuv, lii coCtfteieutes numeric) 
ivocentur ad formas (jj), (j) etc., provsus uti verit-as formulae po- 

mlnt. Writ euhn 


p =, lj g tp (i + 2 cos , P y = I + (|) ( ”-) + (-1) (I) + (|) (|) + etc. 


0(i. Porgamns ad secundum lilteram, q, nbi superiorem seriom per 
r/)t‘os< p multiplieavi et int.egrari oportet. Ad hoc observetur esse in genere 

J s,p cos , p cos m < P = 2 -~— ^ sill (m + 1) < P + } siu (m - 1) < P , 

ulo expvossio posito (p ~ n in nihilum abit, solo casu excepto quo »h <*= 1 1 
lippo quo fit 

/ * r, 1 7t 

f 0(p COS tp COS (p — — (p = - • 

' a ' & 


x quo intolligitur ox suporiori sorie alios torminos hie non in compntnm 
miro, nisi qui conbinoaub cosrp, qui sunt 



cos (p 



+ 2 (y) (y) cos (p + etc. 


i autem termini ducti in d(pcos(p eb integrati, ob 

j 2 dip cos (p^= 71 


hunt per n divisi ipsnm valorem 



4* otc. 


fiKONHiRDi Rur.ijHi Oroni omnia li6* Commcnlationos analylicao 
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cos 2 <p cos m (p l cos (m -p 2) ( P 2 003 ( m " ^ 

| (t *r rtf multiplicamlo integralr pro tormino y> = :r scmpov o\ 
solo casu m = 2, quippo quo fit 

10(p cos 2 <p Q =» * 


[lie igitur ox sorio snperiori soli termini per cos2</> affect 
veniunt-, qui smit 


2 cos 2 <p 



Quia igitur 2p?ycos2y)’ = n, omnibus tonuiuis coUigoncUs 
dendo reperifcur 



68. Quo baec clariora reddantur uc facilius ad valorem 
commodari qneaufc, evolutionem potestatis (1 + 2 cos */>)" si 
cosinus multiplorum anguli <p disponamus hoc modo: 


(i + 2 <«„•-. + (;) (J) + (')(*.) + (i) (5) + (J-) Q 

+«»* ((?)+(f)C)+(|Kf)+(J-)G) + (-J-KI) 

++(I) 0 + ffi (?)+(!) 0+0 

+ 2„.3,((--) + (-;)(;-) + (i ) (-) + (j)(j) + (> , ) (.) 



-f otc. 





(59. Qnodsi iam lmnc aequationrm per dipsos fop multiplicemus ct in 
tegremus, omnia haec iutegralia termini* praeseviptis inclusa evanescent cx 
copto mombro 2 cos X<p (...), proptcrea quod prodnetnm 2 c osXtp' contine 
partem absoUitam, unde per intogrutionem oritur n, ita nt sit 


f<u r C„s Uf (I + a cos « » ((") + (* + ■) (j "■„) -!■ (*y ') (, +) + etc.). 


(jni valor per n dirisus ipsum valorem ipsius z supra inventum prnebet; undi 
voritas hanun uovarum expressiomnn lnculeutor osl demonstrata. 


70. Ceterum, si singula* series paragraphi pemdtimi vel leviber con 
sideromus, deprehendimus ons ipsis litteris nostris p, q, r, s etc. esse nequalos 
ita nt nunc sit 

(1+2 cos (p) n » p -f- 2 q cos <p + 2 r cos 2 (p + 2 s cos 3 ip + 2 1 cos 4 <p + etc., 

ubi simul ratio est manifosta, cur littevao q, r, s etc. duplicentur, quipp 
quno in lioc est posita, quod in ovolntione formulae (1 + :v + ,r:e)’‘ littera J 
semel tantmn in medio, roliquao vero litlerae bis, a modio aequidislautes 
occurnmt. Ex quo liacc ogregia affmitas inter ilhis binas potestates (1 + .r + aat] 
nt (t + 2 coH<p) n minima attontiono digmi est censenda. 


INVESTIGATIO SUMMAE SERIEI 
I»=>1 + £ -|- 3** + 7 ar H + 19s 4 + ••• + pa? + ps ? +1 + j>V 3 + etc. 

71 . Quoninm hums seriei terminus generalis est px n , quern sequuntu 
p';E* + l ot p”x* + \ intor has tornas quantitates p, p\ p" invenimus supra [§ 3? 
lianc rolationom: 

(« + 2>" = (2 n + 3) p’ + 3 (n + 1 )p , 


12 * 


quam hoc modo ad usuin nostrum accommodatam referamus: 

3 (n + 1 )p + (» + !)]>' + (» -I- 2) P - (» + 2)i>" = 0. 


emsmodi opera tioues institnamus, quibus relatio modo sillata obtinon 
quod sequent! modo commodissime fiet: 


-icPx 

f'X 

o -f C.i -f 27 xx -f- • 

■ ■ 4- 3(ji -p l)jp :c n -|- otc., 

dl> 

r.x 

1 -r da; + 2l$.r -|- • 

o 

1 

1 

1 

1 

cPx 

xcj: ~~ 

r + “ + Ox -)- 2Sxx ~r - ■ 


rP 

zcx 

i 

1 

1 

i 

■- (»4 2)/jV —(!tc. 


Colligantuv iam liae qnatnor series 
sequentem aequationem; 


in umun snmnmm, atquo 


()])l,inol 


- dP : x + d . p , oPx _ dV 
v x dx xdx xdx ~~ 

quandoquiden omnes termini so mutao clestnrant. 


undo ergo fit +*) + *P(8«* + 2*-l).„, 


cx(l + 3 x ) 

P 1-2^-to’ 


quae aoquatio integrata praebet 


consequenter 


lP -~ |-i(l —2a — 3 xx) + lC, 



ad const-nntem C detenninandam notetur tantum nostrum soriem propo- 
m casu x = 0 pruebero P= 1, unde patet sumi debere (7=1, ita ut sit 
ima soriei 

. ----- • 

)/(l — 2.r — i5.ro;) 


74. Praetor ergo oxpectatinuem portigimus ad smmnaiu algebraicam, quae 
•essio etiam U.a est comparata, at in soriem cnnversa ipsam nostrum 
em reproducat, id quod ostendisse opera*; erit pretium. Cam igitur sit 

P = (i _ — 3a;a;) - 

mins trinoinii partes posterioros coniuiictim spectoat.ur, evolatio nobis dabit 

P = 1 + ‘ (2* -I- 3a) + H (2* + »**)> +H (2# -|- 3**)' + etc., 

m sufficiet ad potestatem tantum tertiam usque evolvisse. Hoc modo 
dscoimir 

P = 1 -f- x 4 -j- xx + -? o; 3 + etc. 

+ |a;^ + Y^ B + e tc. 

= 1 -|- % 4 3 xx 4 7 x* 4 - etc., 

; igitur porfecto congruit. 


75. At voro haec eadom siumna adhuc alio modo investigari potest, ox 
mla scilicot iutograli, quam pro valoro litterae p invenimus 


P- ‘/«9>0+2coa,p)-[j;j”°]. 


; onim formula, sumto 0, per x multiplicata dat terminnm socimdum, x; 
porro n = 2, per xx multiplicata dab termimnn tertium, '6xx\ quo obsor- 
snmmft quaesita ita potent repraesontari: 


= ^ fd(p(l x{\ -f- 2 cos (p) 4 ££(1 4 2 cos <pf 4 a; 8 (l 4 2 cos </>) 8 4 - etc.), 



ubi probe est observummm ui Uac integration© quantitatem x tai 
stautem specturi, siquidem solus angulns (p est variabilis. 


7b. Evidens aultMii ost soriem inlinilain, in quam elemental 
opovtet, esaB geometricam, cuius ergo smnma wit 


_i_ _ _ _x _ 

1 — a - (I -h 2 cos (p) l — x — 2 x cos (p 


sicque adeo pro P iam hnboimia banc expressioncm finitam; 


p = 1 f — — _r a <p & °~i 

,T J 1 — X — 2X COS Lft(l (p = 7T J 


quao aequatio ifa potei’it exhibori: 


:t(i 


l _ d(p 

-*V »*_« 


a (p «* 0 
Lad (f> 


- — cos (p 
l - • x ’ 

X 

ubi iam brevitatis gratia statmmms =A’, ut haboainus 

p= - 1 f - ty _ 

,T ( l — x) J 1 — k COS <p 


77. Constat auteni huins formulae • . ■ p ■ • integrate esse 

l -f- n coh (p o 

1 . oos (p 4- il 

Y(\-nn) 1+wcosf/.’ 

undo, si loco n scnbnmus — 7c, adipiscimur pro nostro casu 

Ti l , cos m — k 

->- A cos -— -;-—, 

nil-:r)y(l-1;];) 1—Zccosg> 

ubi constantis additions non est opus, quia haec oxpressio casu <p 
ovauoscit. Faciamus igitur pro altoro torumio <p = zr, unde fit 

cos y — — ! et A cos A cos — 1 = n\ 

1 —/;cos9 



ibebimus 


P (\-.c)Y(i'-kk) 


o C 

pressio, ob /<• = abit in banc: 


lit auto. 


P *0 _ 1 ... 

1/(1 - 2;:- Zxx) 


Cmn sit 


i —2x — 3xx = (1 — xf — 4xx «= (1 x )(1 — 3a;), 

• soriom nostram snmtnandam duoluis casibus fieri infinite magnam, scili- 
ro cnsu quo x = — 1, nltcro vero quo x= Turn vero nostra series 
suininam lmitam, quando x continotnr intra bos liuiites: — 1 ot y, 
oin x extra bos limites aecipiatur, turn sumnm somper orifc imaginaria, 
ito x = - 1 habobitur haec smmnntio: 



3 


•P ' 4 8 


19 , 51 , 141 , , 

+ ',jf> d" "b °tc. — 


4__ 

V* 


IVESTIGATIO SUM MAE REUQUARUM SERIEKUM ft It, S etc. 
SUPRA § <i EXP08ITAKUM 

hicipiamus a serie Q, quae esb 

Q - ** + 2a:“+ ba 1 -\ .|- qx* + l +qx n + 9 + q"x a+ '+otc., 

•imus terminus, xx< ex potcstato n — 1 oritur; ubi, porinde ac si seriem 
0 incboare volinuis, pvaefigi debet terminus Ox. Pro hac antein sovie 
mus supra esse q = \(p— p), uudc hnins serioi sumuia ox serie 
p sequonti modo elici poterit. 



80. Cum sit 


erit 


P = I x 4- 3xx -I- • • -|- px" -(- /a;" * 1 4' otc., 
Pa; = a- + xx -\ -fjpaj"- 1 -J- otc., 


quae posterior scries a priori subtracta relinquit 

P(1 — x) *= 1 + 2xx + ■ ■ ■ + (p — p) x" T 1 -)- etc. 
Qunro cum sit p — p=2q, erit 

P( 

sicque innotescit hmus seriei summa, cum sit 


q = F{1 / ] - 1 - 


Modo ante antom vidimus osso 


]/(j — a a: - 

sicque habebimns 

q = i — x—Yi —2% — Szx 
2}/(l — 2x — Sx$) 


81. Procodamns ad seriem &, quuo ita so lmbebat: 

R = a 4 -{- 3 x* -f- 10 x* -|-- 1 - r x"' ■ -f- r x 11 +8 -{- otc. , 

cuius primus terminus, x\ ex potestato w= 2 est ortns, undo pruefb 
piendi sunt bini termini Ox 2 -p Ox*, ad cuius summam invonioiidam 
esse r*=q—q — p. Ilinc, si sequentes oporatioues instituantnr: 

Q = xx-\-2x*-\ - 1 - qx n * 1 4 - gV h8 + etc., 

— x 3 - . . — q$* + *~ etc., 

— xx — x 3 -— • * — px n+ *~ etc., 


— Qx = 

- Put =, 




hide comunctim Hot 


<2(1- ft') - Pxx = a* -|- 3a:" 4 • ■ ■ 4 ((/ - 7 4 oto, = /?.') 

82. Hoc igitur modo siummim it doterniinavimus per binas series 
cedeutuK Q ot i\ quae cum iam sint cognitae, otiam suimnam serici H 
braicc per certain funetioncm ipsins a expression smmis adepti, quae quoi 
commode ovolvi queut, deinceps ostendoimis. 


83, Pro scrio S, qnao ita oral proposita: 

H = x 11 4 4 a J 4 l;V 4 • • • + «*•"■ + s' a" h 1 + etc., 

ei tves termini cvauosccntos prnefigi snnt consendi, scilicet ^.i 3 -pda 4 -l 
siquidem <l potostate n — 0 inciperc vOlimns. Supra autem inveniruus 
a ==}■' —r — q, unde soquontos operatiomis instifommns: 


It — 

a 1 4 3a 5 4 10a fi 4 ■ ■ 

,. q_ + 4 r'a .’ 143 4 etc., 

Jt-x = 

a fl 3 a f ‘__ 

__ . — ra; n '* 8 — etc., 

Qxx — 

— Ga ; 11 — ■ 

- . . — rya” 40 — etc.. 


qnibus tribus scriobus collects oritur baec series: 

x*-\ - 4 - sa , ‘ +H 4' etc M 

quae est ipsa series S. Quocirca smmna bains seriei per bums praecet 
<y ot It ita determinatur, nt sit 

S=ll( 1 — a) — Qx a, 

cuius ovolutio otiam satis simplicitev oxpedivi potent, uti mox ostendc 
i) Etlilio pvincops: 

Q(l -x)-P$x ~{q- <1 C ■ 1 


[, 1 -ojiHAiini ICui.mi Opera omnia 1)6* Cominmiintioncs annlyticaa 


IS 



S ;t: N- -1« 7 + -*■-h .9 a ,! ‘ '■ S sV' M -f- ()ic., 

4a’ s --- su"' 11 - etc., 

^££ — X i>£' — 10a: 6 —. — y !• 1 

Cuiu igitur «—s —#■ = /, hao tres series collecfcao dabunl 

s ( l ~ :c ) ~ flaw ~ a* 4--1- tx n 1 *-f 0 fcc., 

fjuae cum sit ipsa series 7; erifc 

T== 5(1 — a:) — lixx. 


85. Hmc igitur uiaiiifesfcim, esfc siiigulns liaram serienim satis so, 
P i bmns praecodentes determine posse ntquo adeo per logom ponil 
tormem. bas coninnctim ob ocnloa poutumis. 1 


^P(l-a:)-i 

i> ’ 

& =■■ Q (1 — x) — p-xx, 
8 = 11(1 — a;) — Qxx, 
1 = 5 (1 — x) ~ lixx , 
V-T(\- X ) --Sxx 
etc., 


unde patet omnes has suminas 

scala reiationis est (1 — ^ _ 

geometrician. 


secundum 
xx- Venim 


senein reenrrentom procccloro, 
1U0x hwc soriom adoo 


80. 


Ad hoc ostendeiicluin. 


g 

P 


°uin lacta evolutioue sit 
2 —» 



‘■'■iniuh ( t > /V; imh' uulmn suMafn imiiiniuiliiuiu, cum sil 


Kl ‘J.f .'t r.r I ‘J/\ 

Im.rc 11 < * c 11 ] 11 1 Ml: 

(I •!.(■./ (I J'Y -1/1(1 :/') I |fJ/\ 

('iliiciiiir ml imIiuii: 

/’(1 i) .r.r in\ 

i()!)c nnliiHMi 1 iiivubii. 

lain |• Cm muir /i. m lorn {i Imnc valorem Pv suln-1 ilimnuu'. orielur 
(Uiiiin: 

/.' ■ /*(/■(! ,n xx) 

i l'i'C ri’lnliuui'in inodn imluliim 

H ■ Pvv. 

lorn ^ cl H vuloics invcitl<m srriUuuus, nuunumiuir nimili uimlo 


,S' 

Pr 

I/M 1 

.<■) 

xx )■ 

' /V, 

r 

Pvv 

if. 1 

-i } 

XX) ■ 

/V 

r 

Pr J 

(ell 

./'i • 

X.I ) - 

Pv' 


/• J‘r‘ 1 (u (1 ;r) /./1 . /V' 

I«* 





88. Quodsi inm has dotcrmuintiones acl tonimias integrates, 
Uttevis p t q, r etc. invenimus, tvauslemmus, quoimuu invcuimus 


2 = ^ j ‘dq. cos Up (1 + 2 cos <p)\ 


si oxponenti u successive valores tribiuumis 0, 1, 2, 3, 4 etc., qtii 
a potentate xS iuclumro est ccnsendn, formula diflbrentialis dtp cos h 
soriein geomotricani multqilicari dcbebib: 

(1 + 2 cosy)°^+ (1 + 2 cos <p) l x i + > + (1 + 2 cosy>)V + ! + ot 


cuius sumnia est 


x* 


l — x — 2 x cos (p 


qua ergo in ealculinu introducta simuna quaosiia. Z ita exprimetu 



57 


J 


x i dip cos A(p 
1 — x — 2x cos <p 


ii(p 0 

_ll(l (p 7T. 


ulii quantitas x est constans. 


8f>. Qnoniam igitur hie invonimus istaui suiniimm, scilicet 


existente 


£=.7V = 

V(1 — 2a' — a a:*) 
^_ I --x — Y( 1 — 2x — 3.-C.-C) 


nunc huins ipsius formulae mtogralis valorem adoo algebraicur 
potevimus, quaucloqnidem unuc noviinus esse 

1 /* x*& (p cos tip v x 

TiJ 1 — x- 2acosy Y(i — 2x- 8xx)' 

sivo muUipHcando per lmbobimus 

/ dip cos A (p n / v V 

i — a —2a;cosp “ Y(l — 2x — Z%zy'&' 


!J0. Quoniam Uaec intogratio maiori attentions digna vidotur, earn in 
nuodiorem fonnain trmisfuudamus et, quoniam x et v hie ut constitutes 
etiintur, ponamus ” — b, utque ob 

l — l/i — 2.r — ixx 
V ~~.2. 

2 bx =* 1 — x — Vl — 2.r — B&a;, 


o aequatio sublabn in-ationalitato praebot 

Abb xx — Abx(\ — x) + (1 — x ) 3 = (1 — xf — Axx, 


o voducitur ad bane: 

bbx — b H- bx = — x, 


le ipsa quantitas a; satis commode dotormiuatur, cum fiat 


b 

X bb + £ + 1 


oque 


bb-Y 1 
bb-Yb'-Y l’ 


icque porro, emu ossot 


L nunc 


]/1 — 2x — Baa; = 1 — x — 2 bx, 


Vl — 2x — Bare 


i ~bb 

1 4- b -j- b h 


91. Qnodsi ovgo loco quantitatis % littevam b in nostrum calculutn mtro- 
cairnis, integmtio invontn ad hane for mam reducotur simpliciorem: 



d(pc os A fp 
• 2 b cos (p 4- bb 


a (p = 0 

— JC. 


Lad (p 


zb 1 

1--W 


ns veritas ex calcnlis hactenus expeditis esfc deducta; vorum etiam iimne- 
ite et directo demonstrari potest, quo ipso pvaccedentia omnia eo magis 
‘roborabuntur. 



92. Ad hoc igitur demonstrandum in subsidinm voecuiu 
iutegrntionem, qua est 

/* btp 1 , a cos w B 

./ «+ ft cos (p Y( Hn _ PP) K + ficoH(p 

Kiat mmc « = 1 -f 66 et ft -—2/; et habobimus 
/' ** „ ft ,\ cos 

./ 1 — 26 cos t p -f- 6 6 1 — 66* ' 1—26 cos go -j- 66 ’ 

qnod integrate ram evumisrit posito //■--= 0. i’osito ergo pro i 
if — n hoc integrate evadet x "STu • 


93. Qiioniam igitur pro nostris terminis integrationis inve 


1 


r.(p _ _ ,T 

1 — 26 cos (p -f- 66 l - - hb 


atquo manifesto est 

Ihp ~ * ulooqill: - **•«■* + »*) 

• ,7 1-26 cos 7 > -j- 6 b 

bane formam in duns partes distribnondo hnbebimns 

= (1 + 6b) f - ,- 0 V- 26 /* 

• ' l-26cos(p + 66 i - 26 cos c/H-6< 


7f 


unde colligimns 


/' dfpeosip n;6 

»/ 1 — 26 cos (p -f 66 i— bl> 


94. Quonuim pro uostris terminis integrafionis in gonero c 

fd(p co ai<p = 0, 

siqmdem i fuerit nuincrus integer, multipliccinus lianc fonnul; 
infra por 1 + 66 — 26 cos tp atque obtinobimus 

/ cos_i> - 6oos (i ljjp - 6 cos ( i -p l)m) 

J 1 +66 — 26cosip. = “°- 




re forum lain in tros partes secta nobis dabit 



3 <p cox i <p 
2 b cos (/) -J- bh 


(* d(p cos (/ — l)fp 
/ 1 -- 2/; cos p -\- hit 


, i f di P C0S i i Ll:JJ <f ' 

' »/ 1—2 b cos tp -\- hh * 


do dorivaimis hauc reduefcionem gonernlom: 

/* y,(p cos (i -(- Ug> _ I bb /* dpwsip C f <p cos (< — 1) <p 

»/ l — 'Jib cos cp hh b J 1 • 23 cos p l>b J 1 — 23 cos rp 4- bh ’ 

ins opo ex int.ogralibus hiuis pro angnlia up ot (i — l)</- integrals pro ungiilo 
\-\)(p dotoriuiuari potest, mule sequontem tabuhun couficere licobit: 


/ 

/ 

/ 

/ 

f 


dtp 

1 -f- bb — 2 b cos (p 

d(p COS (p 

1 -f bb — 2 b cos tp 

dp cos 2(p 
l -f b h — 2 b cos (p 

dp cos ‘.Up 
l -p bb — 2 b cox (p 

dp cos <1 p 
1 4. lb — 2b cos (p 


1 - bb’ 
;rb 

1 -bb* 
Ttbb 

1 - bV 

,-rb 3 

i -bb’ 
ah ' 1 

3-67/ 


/ ‘ 0cp cos A gr _ ffb* 

1 -f bb — 2 b cos (p 1 — bb' 

orsus uti supra invonimus. 






DEMONSTRATE 

1NSIGNIS THEOPiEMATIS NUMERIC.! CIRCA UJN 
POTESTATUM B1NOMIAMUM') 


Convenlm exhibitn (lift 17. Soptembris 1778 


Coinmoutatio 72(1 inilicis IOnestuoiimias*! 

Nova acta academiae sciontiarnni Potropolitanae 15 ( 1799/1802), l80l>, p. HO-- 
Suimnarinm ibidem p. 95—9(5 


SUIUMARUjM 


Ku diiveloppaut la puissance j> du Idnome l -\- a;, la coefficient. du lonuc 
comma toot le momle sail, ^ - p ■ p -'~- - ■ ■ ■ p ~ 1 . Tour ddaigiuir ce eoiifli 


Mr. Kulur a introduit dans (’analyse le caraclcve On suit done eo nun 

eltoz lui les earactorcs 


(—) ( m \ (!!1\ (2l\ ( u \ ( " \ 

UJ* ViJ» U/* \cj* VcH-'iJ* U+"2; etc ’ 


Ln Jaisant usage dc ccs caructores dans [’acceptation jiuliqnee, le thdoromn doiil. i 
ici la demonstration porte quo 


( 5 )(f)+(f)(.:r,) + (f)Uj + ».(:;S-)-K:). 


Iiimmortel auteur avait ddjii demontre uoUo vdrite pour les cas oil m ost mi noml 
poailif. Tci, il fait voir que celte egalitd a lieu dans tons les eas, et que m oL j 
etre des nombres entiers on fractiommires, positifs ou negatifs. 


1) Coufev bac cum dissertations Coinraentalioncs iam laudalas in nota 1 »d » 
Mims Ii6 adiecta. C. 11. 


1 . Si into elmraclcr (dosignnt cuCfficicnicm pobostntis x\ qni ox cvo- 
10110 Imiomii (l j-41" oritur, ita ut sit 


(V \ ^ V t P~-J ' /> ~ 2. p-rj -f-_ I 

\ q ' 1 2 S q 

i ita pridom ostoudi 1 ), sumuiani huiusmocli product ovum 



i|K*r Uao i'mnmla oxprimi 


/ m 4- )‘\ _ /'m 4 n\ 

wh 4 c / \ a — c / 


mdoquidom bi duo cliaractores sunt intor se aoqualos, quia in genoro eat 



2. Hoc ologaus theoroma turn tampons doduxi ox casibus specialibus, 
lms oral- primo )«-■»!, undo lit 


1 


n 
r 4 


l 4 n\ = n 4 h\ 
n~'c) \\ 4 (■) 


ndo aumpt.o m = 2 otiam banil diffic-ultov porspicitnr osso 



m autem m = 3 habobitur 



1) Vido (Jommcntationem 575 inclicis Enuhtkokmiani eonvonlui acnduniiae Petropoliluniio 
ibitam <lio 13. Mutt 1776; l.t:osit<\Ri>i Evimi Oprra omnia vol. Its, p. 528—568, imprimis p. 550. 

c. n. 


[iKoNitAitDi Etn.Kut Opera omnia lie* OommenlntioHes aimlyliene 


M 




Ilx quibus casibus eouchisio geueralis satis tuto cst dedueta, ita ut 
strationi rigidao aequivnleus sit cousonda. 


3. Interim tainen istud ratiociuiuiu non nisi ad casus, quibus 
miiuerus integer positivus, extendi potest, ctia-nisi voritas iiinlto In tins 
utque adeo ad omnes plane valores liltorao m extendi doprohendatur 
etiauimmc pro boc thooremato detnoustratio complete desicloralur, qi 
veritas pro omnibus casibus, sivo litterao m et n donot.oul, nuuioia 
positives sive negativos sive intogro* sivo fractos, ost-ondatur. Talein 
doinoustratioQem hie sum traditurns. 


LEMMA 

4. Si formula 

(i‘-*)*+’ 

tn seriem evolvatur secundum potestates ipsius x proccdentm, turn in ha 
potesta(is a'" codfficiens erit H' 9 ). 


Cum enim sit 

(i + (t ;_■),+ + («j ■) + i- + 


ol: 


in 


genere potestatis coefficient) erit (»+-*), qu i ergo olkm „,-it coP.1 


potestatis x-' 1 ex ovolutione formulae romiltantis. Fiat 


^_a;)' ?+l *•''■‘j. j.- i*u» nmic p -J- 

sivo ;. = n— p, atque codfficiens potestatis a:’ 1 erit = ( n ~i } -I-'A />*-•;> 

\ n-p ) ^ „ 


5. Hoc lommate praomisso cousldoremus hanc oxpressionom: 

/ 3 \» 

(Y-7)«+n 1 + i_-p “V, 


> qua, nun more solito fiat 

( 1 + ,:T- > + ("/) 


i_ (\ ** 

1 'rn- 



etr\. 


per sonoin 


V = 


(i-*y 


+ 


e 9+ 1 

(i-^r 



,m\ a 9 h0 
'n/ (l - if 


-{- etc., 


prime terinmo praoiigi potest character Corieipiaiitur nunc singub 

mhra liuius serin more solito in series evoluta et ex singulis colligantui 
aim potostate & n aifecti, atque por lemma praomissuui ox primo niomhro 
p = c ot f/ = 6‘, coOfficions liuius poteslatis z* ipsins cril = (o) (10* 
secimclo membro, ob p “ c -}- 1 et q = c -|- 1, orit l)iol,esta1-is| ^ coOl'iiciens 
Simili motlo ex tertio membra liascitur potestutiK * ;t codfiicieu! 

I aicquo porro. Xlinc mnuifesluui cat ox tota forum V liuius potost-atis z 

.fliciontom esse proditnrum 



H- ate., 


jm brovitatis gratia litfera C iudicoums, haoequo est on ipsa progressio 
us sumnm demonstranda cst aequari huic cliamctori 


6. Hoc autom facile ostoudetur, si modo observemus esse 


1-b- 


i 


A 

— a 


1 

— z 


igitur forma nostra orit 


V 


(i 


e° 

' e yi +<j -m ’ 


cuius ovolutione potestatis z" coSfficious, ob p <= c ot q *= m -f- c , oticitur 


M* 


m n 
in -\-c. 


■m + n 
.n — c 


quao ost domonstratio maximo rigorosa nostri theorema 
sciuper subsists, quicuiique numevi littevis »i ct n tvibi 


7. Casus hie singulavis, quo m = 0 ot pot.ostas (l -j- 
est iu + peculiarem ovolutionora postulat. Ci 


ob 

'O + r-J 


erii 



^•i.i 

- iy-'- 



J3‘ 

-e) e + x 



1 - * 


_J _l_ _££ ,1 S* 1 

i - e 2 ' (1 - *7 + a" * (f- zf -j 


1 £'■»* 1 _2 
a' ‘O'- i_ a ' (i - *)-m"" 7' | 


8. Hiuc mm, ut supra locnnus, invesUgomus coef/ic 
atqno ok primo mombro is prodifc = ( c “ J; ok soci 

— ox tortio uvomltro J ox quarto - ] 

sicquo lotus coOflicicus potesfcatis z" ox ovolufcioue oxpn 



9. Cum voro per transfonnafcioiiom sit 





JO -*). 


orit quoque 


t*l (l — s) 



are emu sit 


— I (l — z) = z -f -- zz + -* ^ -f ~ / + g- a 6 + etc., 


v> 


: ?+l I 3 j ^C+3 

[1 - *)‘ + 1 2 ' (i‘ - 0Y+ 1 3" (l - z)*+ 1 etc ' ’ 


cuius uvolntionc propterea si quaoratuv eoefliciens potcstatis z'\ is illi, 
oju mode ante inveniimis, acqnalis esse do bet. 


10. Nunc I'ero per lemma praemissum primum meinbnim pro hoc coGfli- 
'utc praebet (--” 1 ); secundum membvum autem dnt .y ■ (''T 2 ) ’ tortium 
i ■ (- 7 3 ) ^ :L P 01 ' V0 - *ta u t bine totus coofficicns potcstatis z" sit 


=-('■:')+{•(’-:')+;r( !! 7 , )+ 


It. Tlinc igitur adepti smnus seqnentcm aequationem inter binas pro- 
sssiones invontas, quandoquidem semper orit 




c / ~ 2 


« — 2\ , 1 (n — 3\ , 1 (n — 4\ . . 

-r )+»•(-“) +i •(■■« -) + nte - 


:io dime progvessiones debent csso inter se aequales, quicunque valoros 
ioris n et c tribnautur, cuius voritatis notmullos casus perpeudisse iuvabit 


CASUS I, QUO c - 0 


12. Hoc ergo casu prior series evadet 


(n 





— etc., 


(•' o ')+= (- o ”)+^ (" o ■’)+ v -I-■ (" n ) 


n — l 


Ubi notamlum cst, omnium harum lormulnrum ^ valorem 
quamdiu ?. nou excedit n , hancquc adeo sorient l.nntiun usque ad 
(“ tj ") es se fiojitimumdam, Iiocque iuocIo postorior series ilu est ropra 


1 + -• + 1 -|- - 1 .. + - + ... -L 1 

r 2 ~ 3 n 4 r /> r h u 


13. Nine ergo uacti smmis scquentoru aequatiouem maxima mei 


l 






I 

I 

n 


cuius vevitatein aliquot oxomplia ostemlamua. 


H. Sit 1 *. »-l; (let prior scries (j) = l, altoru paril.o 

2 °. Sit a = 2 ; et. ob (“1 — 2 nt ( n \ . 

’ lij ^ 01 (,27 — ^ Grit prior nones —2 

postorior vevo series dat \ -\- 1 = 3 

r a 2 ‘ 

3 °. Sit a = 3 ; ob ( “1 = 3 __ n nf . /»\ ... . ,, 

W 1 2/ ,3 ot (iij *" 1 prior bodoh dat ,*}--“ 

‘ posterior vero series praebet L -f 1 ..l 1 & 11 

2 r 8 <i ' 

4 U . Si u = 4 , ob ( t ±\ = n (»\ , , /h\ 

4__. fi , 4 _ i J ^ ’ I2J > ( 3 ) = 4 et ( 4 ) « 1 prior hi 

2 3 ,E “ * "» 4 » voro series dat 1 -u 1 4. 1 1 

valor est aequalis, ob 1 - 1 = 1 _l E 2 8 * 

•1 * ‘ -j • 



hr 


r >" Si * — 5 ; 0 ob (-*) 7 5 * (!) - l0 ' (•!) - 10 > ( t )- 6 01 ( f ) “ 1 e f 

dv series 5 — \ + T -- ~ + y; posterior vero dat .1 -f -|- -J- H- y + ^ » 
valoves calculo institnto accurate cvadmii aequales. 

Simili mode erifc quoqne 


fl - 


15 , 20 15 


•I 5 G 


1 . I 


1 . 1 


) “ 1 + U + 3 + .1 + 6 + fi • 


u erit 


- 21 85 85 , 21 7 1 1L J.-L ,1 . l . 1 i 1 . 

1 ” T H ‘ 3 “ -1 ^ 5 “ G + 7“ = 1 " l “ *3 + I ^ 4 ‘ h I + ~6 + 7’ 

ulis ouim tenumis subtracts remauot 


6-11 + U-’ -Si + 4 —l|-0. 


CASUS II, QUO c - 1 


U'. Hoc casu ovit- prior series 



•— etc.; 
4 ) -f etc., 


10 in lias dims resolvitur 



n 

*> 



n n 

4 6 


+ etc., 


— 1 — l — 1 — 1 — 1 — etc., 


to eo usque sunt continuandao, quoad snperiorcs termini unitate flaut mi- 
•os; liuic ergo expressioni prior series seropor erit aoqmiHs. 


16. Sit l n « = 1; ac prior series tota ovancscit, quod otiam in postoriore 
mit. 


3°. Si u -= 3, prior scries dat 3 — ' = 2-J , posterior vero sor 
4 fl . Si a = 4, prior series praobct G — t -1- l , posterior vero sc 
f> u . Si n = i), prior series dat 10 — ^ J - j , posterio: 

a ~ r '« + t * 

CASUS Ill, QUO a--=2 
17. Hoc ergo casu prior series orit 



posterior vero series praebot 



Uic iam, qnamdin n < 3, omnos termini prioris scrub ubcunt in uih 
etiani in altera mm venire deprehencHtur. Tuntum an tern hie unit 
quo » = G, ovolvanm.s; quo casu prior series evadit 20— IB + “ - 
voro scries dat 10-f- [[ -f -\- 1 . 


NOTA 

18. In Berio posterior©, quae erat 



dubium vidcri potost, quod oa tantmn usque ad tonninum 1 py'-j 
debeat, cum fcamon soqnontes tormini, in quibus superior numoru 
tivus, non evanesennt. Vcrmn hie obsorvandnm ost in his charaei 
merum inferiorem immediate ex unalysi ovtuui conversion o.sse in * 
plementum, siquidem ex forma general! coOfficiens ipsiua t 

Gst «uius loco scripsimns + vi aoqimtioiiis (|) = ( 


rolm oliaerviindum esl. lalcm ronvermoiiom imii vn!nr«* r nisi superior mi ihcm 
lei'll. |>osi I i vu:>. < I u«’111;i < IM M MI u111 har.l onus nssumminus; unde si rl.iimi M<l I 
icroM urpaiivns no:,Iras pro^ressiours rslrudoiv vidimus, iu aerie siiHem | 
I priori in si11;» n 1 is elmrariorilui:. com piemen! a i life riorum mmiornruni hit 
el inland-. Imi’ijm* modo posl prior proprrasio it a esi mj>rn cmi; unlii: 



lie prohe hnlelur omnium Irrminos, ulii iiil'rriorra iiinneri mini, in'^nl.ivi, |i 
iliilu esse habcinloM. |ln poslrrnio rami, tpio rial it I! rl. r 2, hare, pi 
rossio enl- 




('I r. 


lie orjpi omnes Irrinini posl. ( J snpirnles evnueseinif. Him 1 , nuliun (disown 
(ism uoslnin r.\ preNainiirs ;nl vulores nepnlivos ipsius r exlondrro lirehil. 


(’ASUS IV, (ill!) <■ 


IU. Ilor rrp;() rami prior pmpressio mil. 



i : ;c:) 



nlr., 


Il.nni rero pro^rnaaio mine. iln up Imlmliil. 


in i \ i in *.! \ I /ii a\ . i I a i\ . I />« /»\ . . 

( „ > 1 ,) 1 J 1 ,(„ J 1 X J I' 


uiiis srriei priores I nniiini omnes <;viini*si:un(, doner, miporiores amnori m 
mil, ne^alivi; lain vnro seipienlinui lermiuoruni ii (anlmn sip;mlini!.mn hubo 
u ijiiilms numerus inferior adlmr esl- pnsil.iviis vel 0; f'oiiorulim enim omi 
di rhnnieieres, siund ur umueri ud'erinros ovudunt m , .|'uiivi, semper m 
osr.unl. 


I.) i'Nh* uni I'uimu (1 |i<-r ii nintiiii ]<>.' 1 '< in i me lit ut ii m t"< uti.tl) lii'.in 


1C 


20. lime ergo mteiugiuir, ox progressione po.Munoiu umumi 
veliuqui, qui Grit //q^ (-o'*) > GU * US v ^ or os ^ cu ' cr S° P 1 ' 0 © 1 

semper ost aequalis. 

l u . Si onim ponnmus u= l. prior progi'ossio dat 1— . pos 

dat etiam \ ■ 

2°. Si n = % prior series dal 1 - \ + J [ , posterior voro ei 

3°. Si » = 3, orit l - ■ + | - -4 “ {' 

Similique mode puvvo habobitur 


ft 10 __ 10 ft __ l ^ 1 

2 » 4 “■ 5 " 6 6 

etc. 


CASUS V, QUO c--2 


21 , 


Prior progvessio orit 




— etc., 


ubi primus tonninus ovanesc.it; posterior voro scrios orit 



cuius terminus generalis ost * ^ a ). llic igitur ab initio om 

evanescent, donee liat X = n -j- 1, undo terminus fit ) = ? 

soquitur terminus qui adlmc valorem dat sequo 

onmes itornm evunoscunt, itu ut tota posterior sories contrabatuv 
torminos: 

-A. . = ... “A. 

n + i ~ n + '2 (m -h l) (m ■+■ 2 )' 


qui ergo est valor scrioi priori©. 



.Si n . *.», lmbobit,ur 


H;) 


Si )? • • .‘i. m il, 


1 | " 1 

'* 1 ;i i 


■' - -t | 1 
:i i 1 u 


i‘j :i- 


uo i • f» 


|i!A,StJS VI, QUO r. ;i| 

1. Ilii’ nrpu prior pnif'n'iuno i*riI. 

c.,) ;r,> i ;p ;«i:i;i i*. 

io prioiv.'i liTiniiii in nihi 1 iiin nbniiul. I'm piiMionom vcm norii*. r.uiiiH 
iim ^('iiriiilis cm( ]( " J j, prim mi (nrinimiN Higiiilirnliun IiiiImhih nsi, 
, ) | | ; MMpH'im uuIimh tonmnuH onl. >( ^ n ; ili'inin wm|Uimm 

| ( ( (| ' 1 ] • (( 1 n’liipii vcru uiiiiicm i‘ViinnMr,iinf., il.n ul, Miinnmi priorin 

■ fuI unt nil. 

i :i i :* 

ii i i n j -j ii i :i i i) i h i **:>(11 | ;i) 


. Ul roiu ox (‘in pi in illnulmmiiH, nif. 
n ■■ 0, ijiio ruMii Minima ilc*hi‘besm 

11 ) ' . 

ii I h 


a j ’ 


ipHii vwo jiro^roHHio 


Kilifin j.iiii.'i.jiH: 


(’. II. 


2°. Casu n = 1 fit siiimua 



3°. Casu 'ii = 2 fit summa 


a __ i 
2 ■ a""i ia ’ 

2 I 

;s • 4 fi “ so ’ 


ipsa voro progress 


ipsa autorn prog 


Eodem anodo liabobimus 


i 

ii 

l 

i 


a . a_i _ a 

T T T ~ t • s • o ’ 



25. Suporflnum forct liaoc ultorius prosequi. Hinc oniro sati 
I’nerit c — — 4, postoriorom progressionem, ntquo adeo siumnain 
tumm esse 

— l , _a_3 __i _ _-_i • a • 3 

)/-(-! 1 -u -j- 2 ft + U ft 'I 4 (« + 1 )(h 4- 2) (ft -\- 8) (ft -h *1 

Prior voro series omissis terminis uihilo aeqimlibns orit 


DIO SUMMATION!'! SKIMKRIIM. 

IN 11 A 0 KOI MM A UONTKNTA RUM') 


n 

Hi 


it" 


MU 


| nl<\ 


Cunvniihii < xhiliil:i ili (l ;i |. Muii 177 !) 

I 'nlnliioill III in V 'Hi l Mill ■-im Kni:mti(.)|^i]ani 

U'lili'ii Cl 1 1 o I’lti'Uili'iUir jIch •I»’jciin>!i tin SI • I 'rli'niliniilf' II (_ l HO‘.*/l 0), |H| j j). Mil •-| 2 


Kx iis, ijiiiii' nlini |>rimiD) «l<» siiminnUonn |iol.e.sl.;il.nm rociproc.iirmn in 
in ill.fnli duo iaiifiini c*;imiim dnrivnri possunl., qnilniH siimmum sorioi 
o|M»Mil:io lied.: nil ,it Mc.ilici'l, ijiio n I, ulii od.ondi huiuH .snrini 


1 1 ' Ml 1 J;, ' 


him «w.ii . ' r ‘ r , di'iiolimfi' .'i |H'i-ij>hnriii?u circ.idi, I'.uiiiN diumni.or « -1; 

D i m rnsiiM i‘H(., <|iio it I; l,nm <uiiiu nmlolis liuiiiH wirioi 


1 i 1 ■ '.-i- 1 

•i ‘i hi' y, f > 


do. 


) I'nidi-r Imc mm ili> Mevlulimn' C'oiiifnfiilal ioiion 20, 11, (>|, OM, I MO, .VJ7; I/EONUMivi I'A/i.eiii 
inntu, \ul In «l. 1 16. r. li. 

) Vide l!uiHtmiii(ii(iom>!| 11, 111, moilo ImkIiiIiih; I.eosiiaiuiI Kvw.in Opera omnia , vol. la, 
h p. Ho h !y C. H. 


summam esse = — --(/2) 8 denotante 12 logariUmunn hyporl 

i]ui est 0 .G 33147180 . Nequc vero praetor I103 cayn.g alius alims 
quo suimnam nssignare liceat. 


2. Jtethoilus autem, qua hunc postrommn cnsum mini ad 
extendi potest, ita nt irnle plurimao insiynos rolationos inter 
SCriCS hmus fonnao q«caut. limit,itur autem ista maihodu 


Si ponatur 


wit summa 


LEMMA 



}} -j- q l x . ly (j t 

smdm coustaas ita cUfinialur, ,U unico casui salisfaeial. 


Hinc .gitur se, aea ti a probtonuita parcurramus pro varia scil 


inter x efc y . 


PEOBLEMA 1 

Si /•««** + *_!, binas iUas fonaulas 


p-f*L 

J X 


hi ct 


J U 


lx 


ln mks resolvc ™> it* ut hinc prodeat 

p + q=l%. l y _J_ Q' 


0 ^<3® Coiameofat 


‘onem 20, ibidem, imprimis p. 40. 


(J. 11 


1. <!iim if• il.ut* nil. ;/■ I , c»ril. 


, xx .»•" 

/// 


no 


r.r . 

, l!l 


X XX X .1 1 

i i ‘i k; 


nii 


<|iin mndo nii 


r I 


i / 7.7 V 1 V 1 i 

V ol. /x y \ t \ { • •' ol.r 


,/ » 


7 7 a J/ 1 .7 l , 

i •, » i 


oliii-m I hi mm chummi iioriorum minima oril. Ixly |- (!. I’ro ooumI.uuIo (J 
rml;i rimniilcivjniiM riumui, quo x n ol. y I iilooquo is • hj ■ > 0 ; I,uni 
oril. 


)> I <t 


l 


l 

11* 


olr. 


71 X 
(1 ’ 


olioilnr (■ 


I. (Jnol.icM cr^n Imuit. x ■] y -l. Hinnnm lnmnn ilinirmn Horiomin imiolim 
mini 


x 

I 



Hi 


.7 | .7.7 . .7* 
1 I '' !l 


y k 

n> 


ole. 


• ‘ /.' •///; Iiiiioquii ulul.iin soquilnr Inrl.iiiH cnsiiH mipni mninoratUH. 

i cuim x ■ .* oril. qiioqun y > ■ !, idouqun umhan Imn Horton inlnr ho 
los |m'uihmf.|, undo Hcnjuiirin* loro 


!) i * -1 ! 0 • 'J 4 


|- oto. 


7 T 7 T 

iy 


iOi)‘ 


7X71 

12 


W- 


^ ~ -J -I- + ,, + He., 

sempei crifc A -f #== — In-lb. Mine orgo, si aftonns barn in senornm 

aliunde osset cngmto, ofciam altering summa iunotcscorot. Hocqnr (is 
ipsom problem;!, quod iam oliui icaefcavi. 


PROBLEMA 2 

si futrit :c — y= 1, binas Ulas formulas 

P== J T ly 01 (J = f r [j' /x 

in scries rcsolvcre, Ha ul June prodeat 

V -V q — lx ■ \y 4. 0 . 


SOLCJTIO 


5 - Cura hie ait y = x —l, ©rit 


liincqnc 


ly^l(x~i) = =i x + i( l __ !)« lx _ i _ l i t 

v *' x 2 xx a#""" 4 X a — °tn. 


P = f f X ly “ V ( lx Y + ! + 7 1 . -I- -L 1 


* 'la; 3 ~ i_ 9'^» + I6 ^i H- <>Li. 


Deindo ob * » l + y erit 


h= 'J. -M, V s _</ , . 

ff = /-/a-- = !_?!, >/ a ?/' , , 

^ y i -i + 9 - n; + otc ' 


idooque 


uiMliinlc dnl.miiiiiiiiHln ninsiili'mims cjimidii // 0 , quo lil, ■/ I ol. 

U; In mi oil 


/' I I 


l ' '.i 


!, i 11'*' 1 . ' r f ci <} ", 


nlinitur rmminnn f 


lllC (,! M I Ml 
•r vuIi'Jiiiim; 


II Ml (lllilM ll! 


Imlii-miis snrirs, 1 1 n;irum rmiimiclim Minimum 


•T :t 1 . ... . , :rn . , , // 

[Lv-Y |- if ■ hj • • [• lx-l , 

It J It l/j: 


(.luodni mm linlmiml ur linn ilium norms: 


n « B .. n n‘ 
i 1 i !i n; 


>• >•' i 1,1 ■ i 

i i 1 «i Mi 1 


iil , I 1 et. A 7, ;il(|im inlnr tt c*t. /> Iohm: ilnl.ur nilnlio 

nb ■ | «■ I, 


.1 \ H ** h ■ lb Va. 

Tniniis riiHiiMi, ((ini 


b K (■ 


I || /fl 


ob ab \ a ■ 1 


4 >i tit I In i tot i (ijn-r.t uiiiiiui hr.’ 1 ■iiiiiiiiriil,ili'iin'H un.iljtiiMi' 


qiiocirca, cxistciitc huiur. seriei 


a u 9 a* . . 

7 + o 5fl + etc - 


suiuma erit 


If - \la-laVa. 


DeiDfle otiara hie notntu dignus est casus, quo ft™ 
hoc enim casu erifc 


— a ate 


At quia ft = — a , erit 
hinequo 


~ = la-lbVa. 

0 


— aa + a = 1 


lam cum sit 
ob 


«- 1 - + f~ 3 et Zr». 

- s 

IbVa^-lubb, 


_— i + ]/— :i 


ftft = : 


ent «&ft = -l, un( i e sequitur fore 




logarithmo9° imagiimrios! 1 '^ CU "' ° Xp '' eSS1 °' 10 co 8 ,lita ponphoriao 


9. Si 


pouoremus hie « - j, forot b _ j id 




4 'o' 16 + etc. 



;>m<lirnl. li'Hiun r;iMis inilio niiM)M>r;i fiiM. 

!■ vein f»ir*i;imii:i liir b ■ I’rilijiM 1 a c 


lh Vh ‘ /b/w ' / ' 


In • / 


liilu'lmmiH 


. | ., K . i 

i • :i 1 i • ;i ? 1 n • :i 1 


1 1 i 1 

I • '.* I • U' ‘.I ,,:i 


:t it I ■ , 


h(iinii!i Ili11<• ox pmlilonuiln jirimo luuir. ium |ual.iomun : 


i ■ :i ^ i ■ :t’ ^ >i ■ :r ' 1 ' 

.» c;S 


•'- 1 /;(■/ ;1 

<> :» 


imoliil. 


i ■.! -I--.!- ^ Hi -:; 1 ^ <ll ' i 

i i i i 

mr.. 

i • ;i i • :\ J \\ ■ :i fl k; . ;i 4 J 


/;!■/ :1 1 / :I ./(i: . 1 (/ :I Y 

~ 1 ? ‘J y \ y / 


nurli Kiniuin li;ni«* ue^mit imiem nalal.u 


1 1 i 1 




I in peripliorino n pmuhis n riilculo e.vri'HHii. Vm imi nudum rulutio 
li inodo fnciliiiH oruil.nr. 


ALIA NOWJVIO I'HUSDKM I'lfOIlM 



10. Mniiciil.n 

CVollll.iulK 

■ priori:; |» 

ni l is /> 

>, alli’iM 



/.)■ 

>0 I //) 

*!/ i 

/(' i ' 

liinc, 


/.!' 

1 1 

< 

.v 

m*il 

11 J 



1 


Mum- 

igilur cril. 


l‘ 1 V ! 

r ■ / »/ [ 

r : 


iil)i i'odhI.iiiih ('■ ind(i (li'linitj |kiI.i , mI, (|iku| |mi:>iIh i/ 


nl, 




, , j \ i 

1 1 , , I 


quilniH valnrilnm miltKlil.nlia |n*n hnr ncm |,n,,lil } , 
quantm- C< ■(). 


II. Vmim 

ImiiC. dOMslllllM c| HI HI 

alio moilo <|cliui 

viUl.in gratia 

nt 

X 1 |- 1 | 

.r 1 1 

•/. 1 1 


Y-■ 1 1 . | 

1 1 i ,i, 

ut Imlidiiniim 

U 1 >r 1 

ay nii/* 


I 1 ()•<■)“ 1 Y 

St 

1,1 v r/;/i’ 


1> \ '/ ' (l: r)’.|. ‘ (I,,)- | ) /., 


hinf.quo /iol, 


(Icduciniiis 


)■■ X d/rfl !, l-.r-ln C 1 {/ 'J c, 


(il;induni nsi. esso . j I. |;im ;nl <*<>jisl (■ (1 1 ■ Iint('n< 1;in 1 eon- 

l.ur riiMiiH fv., (jim III, A* -0 cl. J‘* 0, prut'l-cmn vcro / '' 0, 

i iml.ulis rrii. 0 (' iilmxpin (' 0. 

U. Mine ijjftl.nr n;icf,r smims iIiimm series A (il. }', <|ii;iriiin <1 iH’cinnl.in por 
lo^unl limns cxprimilur. nuu si( 

1 -ley 

>»/•) 1 . Kx line, forum hiiujIo //• ■ ~ slal.im llitil. rolaMo miin invnnln 


1 ' 

•J 

l • 1 

' ‘J • '! ' 

u; • v> ‘ 


Vi. 

1 

| ' | 

i 

> 1 

i • :i 

1 I • :r J 1 

!»• :i 3 


J .1 el.e. 

•I 3 * I I! 'll * 


niilem imxln mine luull.n ^onurnliUH }m.l>ebiiims 


Wl'T 


i i 

i y i ;/ J 

i 


i 

■I. if 

\ 


x I <'M'- 
m; i/' ' 


u / ■ i(//1 i) •!(»/1 i y J ' t Mn-\ \y 

ir.o i/ hiliuarit uw’iporn li<rol. 


I nli:., 


PHOHMOAIA ;i 

\i inter a: v.t y /nice tfvtur rrlnfio: xy- 1 ■ x • |-y r. fobtus fovniuha 



icti resn/acre, ifn ut him) pmient 

V w Ar ■ ly -\- O. 


13. Hinc igitur primo eiit 


c-x 


1 + x 


cuius logaritlmius per dims series scquentes exprimitur; 


iy- 


h~-- 

,r 8 

:/: 3 

.c 1 

- • ulc. 

c 

•Jc' j 

3 r. :i 

~ 1 c 1 

, »■ 

-* + 7" 

X 3 

~ if 

+-r - 

.-E 6 

f> 

-h etc. 


undo fit 


P 




h'lx — 


X 3 




X 

9 c 11 
„n 


X 1 

1G ^ 


-H 


a: 


_|_ El. 

9 1 1G 


•ol 
- ol 


SimiH inodo. cum sit a;—, orit 

1 "I* y 


J v 


ic • /y — — 

^ r 


x 

4 r s 


.V 

Ur* 


?/ 4 

l Or* 


_1_L 2/ r 

i -I y 


y 

1G 


- ol 

-ol 


Atque hinc orit p -f q = lx • -|- 6’. 


14. Pro constanto dofiiiiendii cousidereinus eiisum, quo 
p~lc ■ lx et 


q _ (Icy - 1 - { - J - :*,■ - Ole. 


sive 


I- €' C“ , 

r + 4~ 9+lG oto * 

j = (2c) s - ?* - c + * _ £ ■ « f (lt , 

V ’ « 1 ~ 4 9 ^ in nlc '» 


acqnatio nostra e-vadit 


2 ) (j = Ic • lx -J- ( Icf — j 4- q + etc. = Ic ■ lx -f- C, 

ergo tonnini Ic • he- so mntuo tleslruunt, itn ut sit 


— +-■-.-4-olu. 


15. llic orgo quinquo oecummt. series iniiuitae, quus sequenti mode in- 


v? c 8 c 1 


-f L _ 0 + otc. ~ 0, 

1 -I ' 9 Hi r 

7 +/> 4 +i^+ etc '“ i ’ 
r- i + ? - r* + ete -«' 

*'.+ -il.+ +f lA + etc. = u, 
c. r \-r} r ‘l-r : 8 r 16-C 4 r ‘ 

y _ y" + f _ £ -f etc. = S; 

bus liltcris introductis nostra aoquatiu erit 

lc-lx- !>— Q + lc-ly - It — S — lx ■ lij+Qcf- ™ — 0, 

:lo seqnitur fore 

?c ?c 

o . l> - Q - ft - .S’ = lx ■ Uj -I- (ley — Ic • hx — lc‘ly — 


ic oxpressio contrulrituv in sequontom: 


e inutatis signis 




P+Q+Ii+s -o^*i-i^ii- 




1 




"+*-?+ y‘+¥ + ‘^ 


turn veto 


() = 2L* 


12 ’ 


sicque inter binus scries satis siinpliceui rclationeni smmis ns 


j_ ^ i • t i a? 7 , I 

+ l + 9 + M + GtC - 


+ f + 3+ss + «+ etc - 


,T.T I . } 

8 - ,, h ' ' 


ubi notamluin est fore 


xtf-\-xfj = 1 , hinc sive y = -—- 3 ivo ? r- 1 

i +« * i 


cuius aliquot exempla evolvisse iuvabit. 


17 - 1 ■ Sl x 2 - ent V — if, undo soquifcur noqiuiUo 


J , _ 1 _ 1 1 

l ■ a + 9 ■ 2 8 + 2 5 : 2* + 49 "! 2 7 + 0tc - 


^ I ■ 3 + 9 ■ 3 5 + 25 ■ 3 6 + + otc. 


7t7t 1 


•/: 


QO o;, 1 . 0 

x “* 4 ' 01 '^ V = -y ideoquo 

l . 4. . 1 , l , i 

+ 25 ":4^-r ;i7r;.i7 + otc. 


35 , 3 7 

1 • 5 9 • a* T" 25^56 H- joTTf + etc. 


;rjr 

8 


.u 



. Quin otiam datnr casus, quo = y, quod nvouit ponendo 

x = y = ~l H- Y'Z = a\ 


tn r fiat 


a i "* i « fi i « 7 , i rr;t l ,, 

I + i) + 16 + iVi + otc - = IC - ji la ) ■ 


5. In gonero igifcur otiam, quicquid fuorit c, operae prctium erit casmii 
(loro, quo lit x = y, quod cvonit si 1 ) 


jitur erit 


— if — 1 -)- Y\ -J-- c = a\ 

n u a i a ” i " n ■ , , 

7 _ II = -■ -|- , - + - — -|- - --T -|- etc., 


«= s =:- “ + ■; - -r„ + ctc - 


odncitur ista aoquatio: 


.+ 


« a 

4 • c 8 




a 


a 3 « 4 
9~ c 3 + 10 c 1 


-|- etc. 


a 3 

9 


a 1 
I (5 


+ etc. 


jett 

12 




luriinns ogregias relatioues inter tormts liuinsmodi series dorivaro licet, 
rgo ovadunt rationales, quotios fuorit 1 -1- c quadrntum. 


i. PI nros alias rolationes inter binos numoros <c et y evolvero liceret 
scilicet lornm generali contentas: 


mj ± ax ± Py “ r> 

utom posito x — (3t ot y — au in hanc simpliciorem niutatur: 

_ — — a/5 

Ediiio princeps: x = y = — * — ■ = a. Concxit C. ii. 
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modi mtm'S (IPlimru)-, cjuos uriuir m sequem-ious i.inrorcuuu- 


THKOREMA 

20. Si habeantur hoe duoc series: 


*-'+T+T+S+* 


e( 


r “i+T + i + ^ + e ' c - 


fucrifqae :/■-{- y == 1, turn semper crit 

X+Y-^-te.ly, 
cuius thcorcmatis domonstrutio in § 4 iiini est tmditfi. 


CORObLARIUM 1 

21. Hie ante omnia raanifcsfcuin cst simmms Iiarnm 
non posse, simuliic vcl x vel y miitntcin supci-avorit. 
castbus videtuv in infinitum cxcrescore; venim ea fit ad 
ob y negativimi, logaritlnnns y imaginavma evadat 






22. Csns limns tlioorenmtis polissimnm iis emit 

,lh ' mitatc «le« f ne priuv sorioa x pnnm 

aUeru 1 Co lna 8 -,s converge* Velul.i si flierit x - " 

10’ 


aeries vix convergons, cuius tamcn snmiim pc*r nostrum Uieoroma facil 
proximo assignari potent. Cum enim sit 


Y “ To + iTo 3 + » .\o J + i o'Vo* + otc ' 


quae scries eat maxime couvergons, orit ntiqun 


x-~* -no-i l £ — :r 

6 !• 


COROU/ARIUM III 

23. lfca in gonorc, si statnaunis m ~— ci* y — 


et 


turn igitnr erit 


v _ ,_»»'. , m ‘ . otc 

l (in -{- «j 4 (m + ») a 0 (»> -{- n) B 


n n 3 . h 8 . i . 

~ l (tfi + Kj •i(wH- >O a i) (?»-(' 1i) 8 


v v itit 7 m + )i ,»H-» 

X-\- r Q " ■ y- • • n 


THEOREMA II 


24. 8i habeanlur hue diute series: 


X 

y 


i _ i_ i 
x A xx ' 9 a; 11 


16a: 


t +elc., 


V + Wt + 4* + V/ + elc ■ 


wit 


existenie 


1 




niius ilomousiratio colligitur ex § VI, (lunnnmio liltoi 
mutantnr. 


COROLLAftllLM [ 

L*st y = x ~J- 1 , posterior .series, 1’, n 
l'1-ioi- A. Quin ctiam, si prior scries, X, i'ncrifc mlco ili 
-piiimin / ost fraefiu imitate minor, posterior nihilomim 
\eluti si fuorit x = *. erit y = ~\ ipsao vero series on 


2 s 


et 


A «= - — £’ + y3 _ »' , 

I 4 “ O , i; T* ■«". 


08 


25 


y l_ , 2* 2 8 2 ‘ 

” 3 ~ l ” 4 ■ 3 3 “*■ jjTfll 16 ■ 3~‘ + otc,; 

1 


eoiiseqnentor crit 


X~Y=,1(J a) 3 

Hum vero posterior series, X, parnm convergil, ran, , 
lioc moilo rciliicinms: 1 


1-3 + 4 ■ 3 > + f. 3 > + 0tc - = ~ - /3 • / * - 
luucqne habebhmis ]i anc summatioiiem: 


1 .1 
I - 3 -I - ;{ 


'' 1 


V, .‘3 + 


26. 


COROLL AM UM II 


Simumuis mmc in geuerc a; = J. 

n 


iR sit series an 



«* , M 8 „* 

4 9 jg “f - 


vero ob y= 1 ^altera series erit 




• • 4- 

n -j- 1 r . 


h n 


ftH! 


{(« + l) 2 '' 0 0/ + If 


X = l(l(v + 1 ))*+ V, 


-(- oio 


r ero per thoorema I est 




valorc substitute orifc 


n -f l 
n 


« -M ’ 4(«4 l)‘- lj 


8 - Oto., 


exprcssio contrahitnr in ltanc: 


n ir . ;r a 1 


l' _ .1 + 9 ~ Ic + CtC - 
I j „ i \ , nn . 7t71 / i i I \ 

~ ' 6 ~ + 'V(^r+9(?i “i" ofcc -)- 


THEOREMA III 

27. Si kabcanhtr kae dttac series: 


y X X 2 X° X i , . 

A- y - t t y - Ji + etc. 


y == \ _1 i 1__1 , , 

x '4i > ’*~9.r 8 tax 1 etc,i 


x+y-” + }(/*)*. 




loco x scribeudo 


SlVfi 


hincqne addendo 


evit 


Y^f^i - r 

J X I • f- 

+*)+/> 
^ r r=/f(: e ='((,M- a, 


nbi coustaus ex case s — 1 fncUlimG dcfimtnr. Quia onim ho 
X quam y=™-, orit coustaus G== ™ idooqiio 


* + 1 '-ir + w 


UOKOLLAHIUM J 

28. Quodsi ergo pro & mmicrus i|nantimivis magmis amim 
tucoreinafcis minima aeriei X, qnao maxima cnl divorgoiis, lacilli 
cum rcducatur ad aeriem Y, qnao eo magis cst cottvorgoitH, 


COROLLAJRIUM II 

29. Nunc voi-o ope tlieorematis socundi sorios 

7= A_ I , > , 

* — Gtc - 

rediicitui- ad hanc formam: 




/'+J 


+ - -- + 1 - 
X + 1 4(* -p 1)3 


9 (a 4- i) !1 "I - (!fjG - 



= ™ + I «*)’—2 (*•• +-) -(4 , + j ( , iy -I- b(s +- i)S + etc.), 
[' oxprossio cum superiori $ 26 ogregio couvonii-, <piia est 

ovolvonti facile natobit. 


TIIEOREMA IV 

GO. Si hahoAintur hae series: 


X -f + ? + fs + c,c - d y =T+»+ls + c ' c - 


enle 


xy -j- ;v -}- y == 1 


1 — y , l — x 

$ = ,'7 - vcl !}■= -■ , 

i -i- y • i - - » 


X + y-^--\lx-ly. 


oustratio inanifesta est ex § 16. 


COItOLLARHJM J 

fll. 1 lie iternm, nfc supra, obsorvandum ost sruumas harum seriorum fieri 
pnarins, siimilac litterao x et y nuitatom snpevaverint. At si tuorit &<1, 
semper alia series eiusdom forinae exhiberi potest, cuius smnnm ab ilia 
leat. Jta si fuorit x = •, erit y « Q . At si x prope ad unitatem ao 
t, velnti x — ^, altora series, V, maxi me convergot. 


binas huinsuiodi series inter so comparare licot. Ad quod 
quons theorems specific snbiunganms, quod demum per 1 
hages sum adeptns, quod auiem nunc satis commode ex pr; 
rematibus doduci potest. 


ct 


T1IE0REMA SPECIALE 

33. Si habcanlur hue- series sibi afftnes: 

A = iTg + i) + 25^ + €tC - 

J> ~ i'-3 + i + a. :i 3 + dc,j 


turn erit 


2 A + B-^~ ^ (I3f. 


DEMONSTKATIO 

Cum ox theoremate primo, sumto x «= y = * , sit 




haec scries sequent! inodo resoluta vepraosontari potost: 

2 (l -'2 + 9 -V + W-V + Utc ') ~ 1 G’S ~ .f .1* + 9 "o» “ otc 


Nunc voi’o per tbeorema IV, sumto # —A ct y = , liab 

tionem: 


tH + 0 -.V + 5.-2* + etc - “ T - F ia •« - rs - 9 A 


k!c vero cx theorcmate seeumlo, suinto $ =* 2 ot y «•« 3, erit 
i i,i i , , i / -n 2 , i . i.t.. 

I ■ l J I 2 2 ^ - 2 : ' ~~ Hi ■ 2' ! ° C ' 2 \ 2 / ^ 1 ■ :i ^ I ■ :i- !> ■ :!> ' ° C ' 

stituantur iam lii valores loco illarum aevicrum, nc pro pavto sinistr 
libit 


tvn 

V 


— /2 ■ 13 — 2 ! . ; 3 + n _' 3 :i + Otc.) 

+^')J 


>- 75 -*^' 


o concliidiniu.s foro 


2 .--o-l- 05-1- otc. 


i • a 1 9 • :j b 1 2 b • ;-j 5 




ST7C 1 

t- *< u r 


- etc.) j 

(ob (il)'-(iay-'m.n\ + (nf). 


34. Quomudocnnqnc antem theoromata hie data inior so cmnbmontiu’ 
alia rclatio inter bines lminsmndi scries olici potest, nnilto minus antom 
) oinsmocli sories sinii>liccs ernero licet, qnaruni sunnua absolute oxliiberi 
at, praetor casus iam indicates, quos igitur hie coninnctim ob oenlos po¬ 
ms. 


1 + 

.1 + 

l + 

i 

1G 

+ 

1 

2f> 

-(- etc. 

7171 

” "o ’ 

i _ 

-:■ + 

l 

9 

1 

lfi 

“1- 

1 

25 

— etc. 

TITt 

“is’ 


d'8 + 


I 

9'-“2“ 


1 

1G • 2 1 

-}- etc. 



1 + 

1 + 

1 

25 

+ 

1 

40 

+ etc. 

JEJt 

8 
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I’raeterea vero adiungi potest adhuc ista series: 


1 + £ + + etc. « - ' (la 

1 ^ 0 r 25 -19 ‘ JG I ' ■ 


.T/T 


existente a — K2 — 1. 

Qiumquam auteni in line sorie valor ipsius a sit, 
quaevis potestas seorsim evolvi debore vidcatnr, tumor 
scriem recurrentem eonstitinint, in qua quilibot tonmi)i 
doutes definiri potest opo Uuius Ibnnnlao: 

a ,,+d = 6a’ , + a — ft", 


cuius veritas indo elucet, quod sit, per ft" dividemlo, a 1 == 

a = Vi - 1, ei'ifc « 5 = .‘i - 2 V'2 ol «' =17-12 Vi, undo 


3BSERVATK)NES CIRCA FRACTIONES CONTINUAf 
■IN MAC FORMA CONTENTAS') 


a - ..- 

. +“ + 1 2 ... 
o + “ + - 

3 + * A 
4 -h otc. 


Convcntui cixliibita dio 18. Novcmbm 177 0 


Coimmmtalio 7-12 imlicis Knkstuohmiani 

Mdtnoircs do l'noadimio des seionc.os do Rt.-PfHorsbouig -1 (I H1 1), 1818, p. 52_ 74 


1. Cum plurus ildhnc invonbio sint mothodi ad fractionea amtimms d 
nioiuli oanmiqno viciasim valurns ussigimndi, nulla tamon eamm ita c 
nparaU, cuius opo. valorca eni’um fractionnm conUnuanmi, quae in h: 
■ina Hunt coniouUo, investignri queant unico cumi oxcuplo, quo n = !. M 
li euim a mo iam olim 3 ) isfcius forirmo 

l 


3 -|- -- 

_ 4 + otc. 

1) Couforlmc oum disscrtaLiouo Cominontntionos 7J , 123, 622, 653, 69;), GIG, 746, 760 nocn. 

'oduclionm in anahjsin infinitormn , Lnusnmiao 1748, t. 1 cap. XVI IF, /*/>/• Kuj.kiu Opc 

lia vol. In p. 187 ot 291; vol. lie p. 314, 400 ot GG1; vol. lie p. 3 1; vol. Ii« ;: ’ p. 178 el, p. 28 

Is p. 3G2. 0. JI. 

2) Vide Ooimnonlationos supra lamlatas 622, 653, 593 volnmims lie, imprimis p. 33 

; et G86. 0. B. 


IS 


lultto |km* muiMM'tis rnlnmnli'M oxi'Him qiiral 
.super hoc. iirj*tuiH’iiIo, qua inI;im ■ •nonna-. in\> 
dni.ur ad lianc docliitmiii aiimmi uimin'iili tiI>« 


2 . Quo indolent linin'; Iomium' iicnn nl nr. 
bus lormnlis Mint <i>m11 1 r\11 h: 


.S' 


v 


\ i .1 


M ! 1 


:* I /; 


n 

r 


n I :< 
.1 . /' 


» i :t 

I : h 


OX qnilmn vicinmm Kiitpinnlna ilmviml ur: 


>» : i 


r 


a i ;■ 
It 


l) 


(' 


■ •1. 


IHik. iftin lucile julIoI. ;ii>mpnr i-sm- 


A • : “ 


\ //• 


i(i,n iiimI i,v„ 
■in. pint mini 

•i iiui i ill 'in 

per ■ nilnn In 


II : 

a 


i 


i 


qui est, valde 


iam in priina formula loco A scribatur valor 11 ^ 1 
, turn fractio j -J’ ;1 erit nimis parva idooqmo orit 

S > - - .• sivc ent S> 

1 -L l l tJ » + A 

' " »2 

nodo circa soqucutes formulas ratioohiando fict: 


A> 

H-)- L 

o J. M + 8 
" i Si 

si vo 

.1 

a (h + 11 

it - [ • 8 

!!> 

» + 2 
'»+ T | 3 

sivc 

li> 

1 (h + 2) 

u 

O 

n + 3 

.r; »±< 

sivo 

O 

a (n + ») 
n 2*r 

()> 

a -f -1 

sivc 

D> 

0 (ii + -0 

"n S 5 


etc. 




iot autcm 1ms formulas couspeciui clavius exponi. 

Tabula I , Tabula II 


i 


s = 

i -i- i 

yf = 

n 

S 

— L 

;« : 

! A'> 

2« 

a q- a 

A =» 

n + ! 

2 -1- 77 

1 

: JJ — 

n -|- 1 

A 

— 2 

i A 1 

yl> 

i 

a(» -i- l) 

n + 8 

/>' = 

! 

» -[- 2 

8+1’ 1 

6' = 

ii + 2 

~j7" 

-ii 1 

/< <" 

t) 

1 7i> 

■t (h + 2) 
n + 16 

(7 = 

» + y I 

‘i + n \ 

1 V = 

«• -h a 
“0~ 

-4 

g-<’ ! + 3 

c> 

5(« -!- 
u + 21 

/) = 

n + 1 
5 +"E 1 

! £’ = 

Ji -I' -E 

D 

-5 

»<*■+* 

1 a j 

J)> 

6 (a -1- -1) 
n + 36 

£ = 

n H- !) 1 
6 + I ; ' i 

i 

7'* = 

•» + 5 

— 6 | 

! 

6 

! 

7 (w + 5) 
j/-|- -18 


« + 6 : 
7+1? . 

*« 

« -i- 6 
~F 

- 7 

| J,' < u + 6 1 

1 ^ 7 

1 if> 

8 (k + (i) 
a + 63 



( jui % eonmi aliqins extra mnites in seemiuu. inumu 
erifc sigmim valorem ussuintmu ey.se falsuni iileoqne, vel minis mi 
minis pamnn; hoeque motlo plurcs pro S vnlores fingoiido conUm 
ml verum valorem accedcre licebit. His igiUir obsorvul.iunibns i 
quosdam casus simpliriorcs ovolvendoa. 


EVOLUTIO CASUS, QUO n = 2 IDEOQUltl 

1+ rr*-. 

3+ ; 

^ 6 q- otc. 

f>. Pro hoc igifcur casu iimitos emnt 

S<-~ et 

A <? * 

B <-i 6t 

°<i «<’ 

■£><■ Ot 
5 

etc. 

Suuiamus igitm- .9=1 atque, si inde sequei.tium Uttoramm vuk 
cantur, reperiemus 

= e u-l, C-l, D -1 otc., 


■S' 


IT’ 


A> It' 

-b>£, 

<■’>£■ 


11 >1 


<|in vnlitrcM nun oiiiiioh iiil.ra- siwi^kji-I.os lunilvs radanl, id ouvlaim owl, 
valorem iissiiinl nm S- ! vnril-nl.i ohho lonsonlaiinmn, ipmd <piidnm I; 
ipsa forma porspiroro lir.ui.sse.l. 


KVOUJTIO C!,\SIJS, QUO u 


kt 


.S' 


a 


I 



7 

/) | ulu. 


(I. 1loo ortfo r-iisu iiinil.rrt iiohI.H uniiil 

S - j , H 
.1 - .1 
n- ;j, // 


nil!. 

Ilinc. i:im hIiiUui palel, non esse S- 12; I'und, ciiini A 1 , quod oxr 

Sunil.n .S' 'I 111, ,1 I, qiii valor eliam exlra limilus radii- Sumnl.iii 
•S' ■ ei, prodibil, .1 - J, i(ui valor iani iuini limit i>h nulil.; liinc n 

If 11 /< 7 /, H ., l) 10 . , 

/>■>., i- , n - , r> ■ ole., <iui va ores e.iim oiimo 

li ’ 0 I K II I 

liiuil.oM pmo.scrijil oh oadnnl, hoo eortum oh(. sipimin limns IVarlionia oo 
propoaifiio vonuu vulmviu rase S < ? • 

7. Uonunodo hie uhii vonil, ill umuioh vuloroH liUomrum »S\ A, 
{> (do. immilbsl.o ordinu ho in.suqimnUir, urilicol. J J , * ntr., i 


V t, 

i*J 

* it’ 
an 

' ' IH ’ 

JIO 
' "7’ 

' ‘ ;ih 


djjt progressio aritumetica, cuius (Jiitoronuac prinmn sum, 
concludoro licet etiam pro reliquis casibus oiusinodi vulortiu pro 
A.B, C, 1) etc. prodiro debere, qui diiVenmtiis eonliuuo sumoudis 
ditlerentias evaoesccntes pevducant. Hoc observato reliiiqimniuH ip 
valorem indeliniturn indeque compntomus vnlorns sequenfimn bltor 


A 


3 - »s 
5' 


.5== 


68-6 


3-5 ' 


G-— 


S3 - ‘238 


0 8 — (5 


1 )-- 


J‘28 8 ~ L(»H 
:\\\ 2 a.S’ 


lam termini Irani m fractiomuu, scilicet donominatores, in liac hoi 
diuutur: 


I, s, 3- 

-8, 65-6, 33 — 2:i 

5, 

1285- 1.08 

etc. 

ffine enmt 





Differentiae priume 

5- 1, 3-25, 75- 

- 9) 

39 — 2!) 5, 

1515 

Differentiae secunclao 

4-35, 95 — 

■ 12, 

48 — 365, 

1805 

Differentiae tertiae 

125. 

l(i, 

00 — 455, 

2105 


Hie statim patet dift’erentias primus non evunoscoro, quia ox* iis nilii 
prodireut diversi valores pro 5 sequeules 1, 'J, y, etc. At vi*r 
rentiae secundae nihilo aequentur, oiniios pniobenf 5 — queni e 
lorem differentiae tertiae et seqnontos nihilo acquaint* produe.mit, s 
osse possum us mem fore 5 «= * 


EY0LUT10 CASUS, QUO « — 4 ET 


i + •- 


3 + 


^ 4 -|- ofcc. 


8. Hie statiiu adliibeamus inethodum mode ante exposition of 
indefinite 5 colligimus valoros iitterarmu A, B, G\ I) etc., qui 0 ru 



A 


•i 




,S' 


Y o M , IS I t .S :!l« 

•I .S' ’ 7.s' K ’ IH v>V *s ’ 


a; 


o;:m i no i .s 
lf>7,S- ‘.Mk 


him (.cmuni luirmn lurmnhiruiu in scricm di.spmumUir ul nonlimio ilill'i 
ciijMunl ur. nl. Hcqiiil'iil': 




f. 

1 H, 

7 S 


•is 

*J7,s\ 

i r >v ,s’ 

1>.|H 

l). 

1. 

N 1. 

■I ::,s\ 

Hi S' 

l:l. 

fit; 

:u,s', 

ISl.S' 

;?:h; 

1). 

11. 


:> ;\s. 

10,S’ ■ 

Hs 

liS 

•I’d-S', 

:!ISN 

rifiu 

1). 

III. 



i;t.s 

iii. 

SI 

r.'j.s- 

‘ji;o,s 

■ l‘J0 

]). 

IV. 





iu:> 

Cfi.S', 

.'ill* .S’ 

hill 


nlr.. 


llir. Hluliiii ]><th|) irmini hi dillomiil ins jitiman iM'ijiic scrmidiU’ 

Hnlisl'nivm, quin rx im niliiln iuspinlis diviTsi vnluvm pm ,S pssnnl. pr 
ill vitu vlillt'n'ulim i liM'lim* hiiiih'h dmil S ^. tpti nrpo pm vrro vnlo 
i-iunis ronl.iiwmp pmposiUr i*sl ImU-udus. 


H. <Juo mil (Hii hi' lu»r mi l hires mldiinmr, i , .\|il(>ri , iiiiiH isl.um vuh 
pm* mol.lmduin |irinii) iudiriilmn ux (mk|ik> cmiipillrimis Hcqupiili'N vitlo 
spcuiidm' rnlmnimr primin' lidndm 1 sunnmdo )i ■■ I. id scquilur: 



li 


1:1 
:n * 


V 


Wl 

•i :i ’ 


n 


7:i 
.1 i 




ii j 
v:i 


clc., 


qui villoma (mums inlva limiUw in inhuhi mumida didos nulovudopmhon 
I’nH'U'irn vorn n^mpimn unlinom pm^voKHumiri iiilm* m» sorviuit, nnu 
l.orimiii rrrsnud. Kormulmn (iiMoronUiis s, 10, l k J, M, ((> etc., ({ti;i<* 
liiniino (‘onl.iiuin (Tcsnnil; ruin conl-vu quililn ‘1 alii vuIoivh pm S iihhu 
vulor<‘H nhsurdoM <l«»»liic , <»rt*iil* l qui mox uxl-ni limitrs pruesrripl.os o\l.r;i vu^i 


Ml 


l.i i>>. U uiin Km i.H i.inniii (if'* ('iMiiiiionlaliiiiiCH aimh (i.-.n- 


8 

•1 + otc. 


£ 



7 

a + 


10. Applicemus hie otiaui uiothodmu unto usitaiiun, 
qiientcs vnloros: 


A - 


5 — .S' 

s ■’ 


B- 


8.S' - 10 
■T-s' ’ 


C = 


fir. — ;i j 5 
Bis - 10 ’ 


2285 - 1210.S' 
1885 — 3*10 


otc. 



lam termini haruni fraetiomnn in soviem disponimLuv ot dill 
sumantnr hoc modo: 


1, 5, 5- .S', 85 — 10, 05-31 .S', 1886'- 3-10, ; 

I). 1. 5-i, 5-25, 95— 15 , 75 - 395, 2195-<105, : 

I). II. 0-36, 115-20, 90 — 485, 2585-480, : 

D. 111. 146'- - 2(>, 110 — 50 5, 3005 — 570, 1 

U. IV. 130 — 735, 3055— 080, - 


otc. 


11. llinc diftcreufciae tert.iao nondum nogotivun couliciu 
rentur diversi valoves pro 5; at ox dilToreutiis quartia onm 
valor 6==—, qui ergo est*. verus valor fractioms continual! 
(him primam methodum oxpiorare vidimus, egrogio cum lin 
eoiivonire deprehemletm*. Casus autem inm ovoluti in ordii 


h = 2 


n 


5 


3 n = 4 

i 


4 I 
3 1 


21 

18 


w— 5 
5 = 


5-1 


5 


1315 

'7 if 


MKTIIDIH'S SI'VUNjlA 

Si: MM AS M A liI!M SKUIKIIUM CONTINUAIfl'M IMVKSTKIANDI 


vulinm i v:ilmv, lillmnnun \ .1. II, (\ P nl**. sumpor himmhi- 
ci') Iiiiii ({n;ir[<Inni Irj-.rm iniilnnm in pnigrnli, dinn Ii11.1, /», ('. Pi' Ir. 

r\pit rn mil -1111 j I ii j i n I rncf mini mi cnnl iiiinmini vH lino \n| iIiioIuim vr! 
s rlr. iiirmliri'i 1 nmml A \Uin 1 rum Ml 


n , l 


/; 


<' 


l : 


I i 


» I I 

i He 


» I .» 


Ii Oil' 


im csl f 1 11 1 > 1 11 n i. 'pun rliinii nirlr.'i Ittt n j 11 In propm-iln ivlro r on (i 111 i;i (;r 
mu It-.u-m uuilnnin-tu sit M-milum. Siu uiili'iii imMni funim mm irnulu 


>i i 


•oiii mum nr. pi uddut (| ( , i|ii;iiu viuriinis ihi 


i diinliiii. in« 1 1 1 ni•• irhn mill iiuimnim, mil 


i I i; 




umli uuulu nil it i ivU-n^irtlisumir. muuiscmmtr I ms (nrmulitH: 




u i 


/ 




i • 


/ 


it ;■ 

■i i <) 


n 



n(,c. 


I i liilihn |.uur» y<: lnii.nilu^. M 


HI* 


siinilom legem imifonnitatis continual)) doprehondi debore. Uoti-o ij 
tbnmilne eontinnentur, donee perveniatui* ad mimoratoreni »-=-0, 
babebitur tabs forma: 

o 

-' l + 1 ' 2 

— A -f -1 H— — - ^ 

A + 2 + f , 

— X -f .? -f ole. 


< f uae auteni expressio, otiamsi numerator ost =•-- 0, idoo non jpmi. o^ 

'“ st oensenda, quia evenire potest, ut otiam donominatnr ovatioscul 

iioc revere usu venit in nostris formis, quas suinus porscrututuri; 
igitur erit 

0 = -A + 1 - 

2 

— -'•‘fid-- 

, . . . * 


quae ergo fractio continua si contimietur 
positam S, inde eiici potcrit valor ipsius 
usteudemus. 


1 usquo ad 
id quod 


ipsani fonnn 
pro HinjgnliH 


M. Sit igitur ,i 2, et forma fractionis continuan rutro cmitim 


- 1 + ^’ 


(liiae ergo nibilo aeqimta dabit 
orictur haec aequatio: 


ut ante invonimus. 


Pro caau 


mule fib 


2 = 


l 


- l -j- 


2 

S 


idooque ut ante. Pro casn n = 4 habobimua 


0 « — 3 -f 1 

- • 2 + 


2 


1 + 


3 


0 | 

mule fit £> = ■“.;• Hie autem calculus expedil.ius instituetur, si litfm 
introductis a, y utumur; turn enim orit 0 = — 3 -p y. lfirai autem 


/?- 


— i H- « * ^ — 2 -f- /5 


I Tic orgo orit 


undo lit 


hineque colligitur 


Y = 3 idooque H = > 




— l -f- « 


n 3 
a ~ 7 ~~ s’ 


sicquo tandem orit $=-~. Hoc ovgo artificio ofciam in sequentibue 


15. Quo has oporalionos pro maioribus numoris n sublovomus, 
inulis pro liltoris a, (3, y, d etc. ante asaumtis derivemus reciprocns. 
qimolibot littera per praecodoutem dofiniatur, quas utrasque formulas 
quenti tabolla exhibeamus: 


/*- 

W - 2 

- : T+7 

: -i + V 

r- 

h - :i 

- -> +7* 

i ,, 

d = 

» - .{ 

- s -H y 

! r-H +"; J 

s *•- 

n — 5 

— 4 -f- ij 1 

; <)' = 4 - 1 -"'" 5 

b ~ 

»■ - f> | 

- 5 + e 

_ »— c> 


1 

c = (i -i- M - 7 

V 


1,: * [am benoficio luiius labulao far.ilo out nmnos uisiih < 
Ac primo quidom aimito quo casu (it, 


vnletur fieri ,S' = 0, cum tamou supm iunuimus osso S = ^ 1 

rnitetnr whin, couch,sionem non valero, .si cl.inm IVril 

* + 0 • voro repugnnt, quoin inus sil 0 ==.=- 1 

boc casu locum liabot. 0 ' ' 1 ’ 

Pi'ogrcdiamnr ergo ad ruliquos casus; ac sumto , 


•S' 


2 

i + 3 .. 

2 -f- etc. 


quiu hie fi mm nsL = o i 
invoninnis. 


manifesto crib 


ri= =--\ hincqiK! ,Sr 1 f 



Sit iam n = 3 ideoque 


o 3 


8 otc. 


■lit quia non ost y—0; liinc orgo regrediondo orit 


« = i + 2 ot b l ^ - • 


3umto poiTO a =*-“4, quo casu evit 


3 q- etc. 


irit y 3, unde onuntur soqueutos valorcs: 


li- a + ; 


1 __ 7 
3 . 3 


>it « = 5, quo casu lit 


« = 1 -|- 




2 • 8 _ 18 
7 7 ' 


S’- 


2 


4 q- ote. 


■urn crib = 4, undo sequontos orivmtur valores: 


^ =»B-f 

0-2 + 


2-4 34 

— sffl -- - * 

13 18 


3•13 __ 78 
a * 34 34 


6 r = oq- 


4 • 34 __ 136 
78 ““ 73 


IV. Ximc ultei’ina progrcdimnur ac ponamuH q 

G 




1 .j- 


2 + 


3 *f etc. 

critque b = f>, nude scqnentos oriuntur valoros: 

t y = 4 -i- 


1 

_ n 

5 

~ ‘ft 

2 ■ 5 

73 

21 

21 

:t ■ 21 

209 

73 

73 

•1 • 73 

501 

ado 

200 

r> • 2 oo 

104 ft 

50 f 

r “ “601 


18. Sit nunc n = 7 ot 


& 


t + 


2 + 


iO 

4 -[• etc. 


erit C — li, unde sequentos orimitm* valoros: 


fi = 5 + 
d = 4 -|- 

y =*3-f 

«=l-h 
S — 04 - 


l 

31 

G 

G ’ 

2 • G 

13G 

3l 

31 ’ 

3 • 31 

501 

136 

13G ’ 

4 • i!(G 

154G 

501 

501 ’ 

6 • 501 

4051 

1546 

h 

i— 

i 

6 • 15.1 G 

9276 

4051 

4051 ' 



i)i. bit. nunc n =» « ofc 


S- 8 


t) 

+ ~ 


O 4.. 


10 


3 -i- etc. 


tiun erit ?/= 7, undo soqueulcs oriuntur valores: 


b ““ "i- 

=* .0 H- 
d == 4 -L 
y =- a + 


/?-2 + 


« — l -J- 
b'« 0 ~h 


43 


7 

7 

2 • 7 

220 

43 

T:V 

■ 1 3 

1045 

22 fl 

229 

■1 • 220 

4 051 

1045 ~~ 

1045 

fi• 1046 

13327 

40.51 

4051 

Li • 405 J 

37633 

13327 

13327 

7 13327 

93280 

37033 ^ 

37633 


20. ]Los him vulores pro litlora S iimmtos in ordinoin dispoiuuuus 
uonim progrossio fncilius considcmri possifc, (juos ergo soqtionti modo n 
santonins: 

1 

3 | 4 .0 6 ! 7 , 8 otc. 

■I 21 1 130 1 1015 . 9276 ! 9328!) , t 

3 13 73 i 501 -1051 I 37633 G ' C ' 

1 

Inter 1ms aulom fvactionos primo intuitu nulla certa lox rcgnaro vi< 
vornm ro attentius porponsa Iiaud difficultor quandam progressions 
obsorvaro licet. Si onim quomlibot muneratorem cum summa numorato 


n 1 2 

i_ 

1 

S 1 l 


1 jivON iiaiii'i lit.'i.nm Opera omnia 3 xfl'*’ Coimwmlutionos fWnMieao 


20 



21 =* 3 (4 + 3) — 3 • 

i 

13(5 = 4 (21 + 13) —! • 

:w 

1045 ■■= 5 (13G + 73) ■-=— 5 ■ 

20i: 

9270 = (>(1015 + oOl) = c; ■ 

1540 

93280 = 7 (9270-1-4051)- 7- 

13327 


etc. 

Pro denominatovibus antora band absimilis rclul-io 
librt sit sumnia praecedcufcis numeratoris ccrl-o innltip 
ijui ordo sequcnti modo in oculos iueurret: 


3- 

1 + 2- 

L= 1-1- 

13== 

4 -j- 3 ■ 

3 = A 

73 = 

21 + 4- 

13- 21 + 

501 « 

130 -l- 5 • 

73- 130 + 

4051 = 

1045 + (i ■ 

501 - 10-15 + 

37G33 = = 

9270 + 7 ■ 

4051 -- 9270 -1- 


etc. 


21. Hiuc ergo, si pro quolibot numoi’o n iuventa 


9 

pro setpiente numero, n +1, fiet 

o _ n (P_±<i) 

V + n 9 

cums formulae ope ex quolibet casu sequeus multo exp 
per praocedeutem niethodum. ita cum pro casu 

valor 

37633 ’ 


seijiiL'nte casu u = 9 orit, 


s ^ * (93280 4 37i»33) _ i04737(5 
03289 -f- 8■ 37633 ~ 394853 

m quin hafic eximia regain hacfcenus so]a inductione iiniititnr, oius demon- 
ioncm in soquento nrticulo dabimus. Ante uutem quam hoc arguinentum 
amus, observance invsibit post.oriorein columnam tabulae (§ 15) datac 
; iusignein nova-m proprietatem siippoflitaro. Si onim. loco litterarnm 
/ etc. minim vuloros successive substituamus, pro S novam fractiouem 
miam nancisconuir, qnao ifca so habet: 


S = 


n — l 


I -f- 


n 2 


2 4 


w — 3 


3 4 


H — fl 
4 4 - 
r i) -I- otc. 


forma semper abimnpilur, undo openio profcinm orit lianc tr&nsforma- 
ni in sequemti theoveumto ante oculos posnisse. 


TH ICO RUM A 


22. £>i fueril 


iliam semper 



» 4 1 

a 4 M + 
3 4 


o 

n -\- 3 
4 4 etc. 


S 


n — 1 
n — 2 

‘ \ 7?^2- 

’^ 5 4 elc. 


lem n fuevit numcrus integer positivus, excepta imitate ob raiioncm supra 
•tarn. 

20* 


IN SOMMAS HARUM FRACTIONUM CONTINUAKUM I 


23. Si cvolutioncs casnum ante tnictatonim eonlemplnn 
nuts iii fractionibus pro littcris «, (3, y etc. dal is invorso 
uummtovem dare rtenominatorem sequentis; ijuamobrcm mimoi 
di.spouamus ac dilferontias tain primas cj mtni socundas nt hc 
mus. Ita pro casu n = 3 termini Imrnm lVactionum al> u 
ermit .sequentes: 

I, 2, 3, 4, 

D. I. 1, l. 1. 


Simili inodo pro n~ 4 habobimus bos tenninos: 


1, 3, 7, 13, 31, 

1). 1. % 4, 0. K, 

I). II. 2, 2 , ■>. 

Casus voro n = 5 [jraebot sequens schema: 

1. 4, 13, :u, 73, i;m, 

II- 1- 3, 0, 21, 3!), (13, 

U. H- B, 12, IK, 24, 

!->• HI- U, C, (i, 


Casus porro u = (j dat sequens schema: 


D. I. 

D. II. 
D. HI. 
D. IV. 


S, 21, 73, 201), 501, 10-15, 

4, 16, 52, 13(1, 232, 544, 

12, 36, 84, 150, 252, 

2 ‘l. 48, 72, !)(>, 

24, 24, 24. 


casu n = 7 habebinius 


l, 0, 31, 13G, 501, 154b, 4051, 9270, 

1). 1. 5, 25, 105, 365, 10-15, 2505, 5225, 

D. II. 20, 80, 200, 080, 1460, 2720, 

D. III. GO, 180, 420, 780, 12G0, 

1). IV. 120, 240, 3G0, 480, 

I). V. 120, 120, 120. 


s deniquo n = 8 dat sequons schema-: 


1 

, 7, 43, 229, 

U. 1 

G, 36, 186, 

1). 11. 

30, 150, 6‘ 

D. Ill 

120, 480. 

D. IV. 

3G0, 

D. V. 

72( 

D. VI. 



720, 720, 720. 


24. Consideratio lioruni casmiin nobis sequonles conclusiones suppcditat: 

1“. Quia omncs hi casus tandem ad dill'orentias constantes perducunt, 
discimns oirmcs islus scries esse algebvaicaa, qvmnim scilicet tovmirms 
ralis algcbrnico oxbibcri qucat, 

2°. Porro otium vidcmus difterentias constantos eonstituere progrossionom 
rgeometricam, scilicet 

1, 2, G, 24, 120, 720 etc. 


3°. Constat autem lonninos generales cuiusque pvogressionis ex tenninis 
is singularum differontitirum fornuui, qui ergo tormini primi so habent 
jqueiis tabella indicat: 


n = 5 

| 

1 , 

3, G, 

6, 



h-G ' 

1, 

4, 12, 

24, 

24, 


n = 7 

1 , 

5, 20, 

GO, 

120, 

120, 

« = 8 

1, 

G, 30, 

120, 

330, 

720, 




etc. 



cat hauc 

postvemam 

soriem 

hoc 

modo 

(i • 5 ■ 

■4, 

(I ■ 5 ■ 

4 • 3, 

G - 

5 ■ 4 ■ 3 

;ta progressio 

roferati 

ir ad c 

asum 

n *= 3 

terminus 

primos tam 

ipsius 

sorioi 

qoaui 


hunc constitutnros ossc progrossiouein: 

1. n — 2. (v -- 2 )(n — 3), — 2) (n — 3) (n 


;> y . Doiiidc vero ex doctrina progres.sioniini constat Ltv 
cuiusque aciviei vcperiri, si, mancnto tormino ipsius sorioi 
iliflcrentiarum terminus primus multiplicotur per :c, seemi 
rentiarum per tertiarmn per *- L 7.a“" a ' (i |, jt a , )0 i 

geuoralis pro nostro casu hoc modo oxprimetnr: 

1 + (« - 2)* + (» -- 2; (« -- 3;* ( * 7 2 1} + (h - 2) (n - «) (n - 4) * 

undo sunito a = 1 oritur torttiinus secundns v — I; at si 
numeri 2, 3, 4 etc., oriental* torinmi tovlius, qmuius, quini 
autein haec pro singulis cusibus evolvove. 


25. Hmc ergo si i’uerit n *= 2, torminns genoralis orit 
terumms geueralis orit 1+s. Hoc autom casu ipsa scri< 
ubi patet surato a* = 3 prodire tevmiimm ultimum 4, qui 


divisus dat valorem ipsius S = ^ . Sumatur nunc n = 4; ot seriei 1, 3 
21 orit terminus geueralis 


= 1 “j~ 2 x -{- x(x — 1) = 1 -J- x -j- xx, 


undo surato a: — 4 prodit terrainns iillimus =»21, qui per praocodeu 
21 

divisus dat *9 =• . Sit mmc n = f>; ot progressions 1, 4, 13, 34, 

terminus goneralis crit 


i + a. r + ;t • 2 • 2 r) -i- a • 2 ■ i • x( ' c ^ 2 


undo smuto x «= f> oritur ultimus tonninus 133, qui per peinilthmun 
dat valorem ipsius S. Simili modo su\nto ji *= K, seriei 1, b, 21, 73. 2' 
104.0 terminus goneralis orit 


I. -I- 4 x -I- 


— I ) 
l • 2 


t x(.r — 2 i 


-I- 4-3-2 


lj (.r—2'. 

i. 2 • :i • • 


qui posito x =41 praobot fenniuiim ultimmn at posito ./•="> pcnnl 
quorum ilin pov luuic divisus praobot valorem ipsius S. 


2li. Quouiaiu autum hie tantmn ngitnv do tonnino ultimo et pe\ 
horwm terminormn Jbnuaui pro casu u = U nccuratius pevpondnmus. 
jgitnr x = f> orit terminus pemiltimus 




5 • 4 • 3 • 2 


at smuto x --- (j habobilur terminus ultimus 

1 + 4.6 + 4 .:$.“;* + 4 . 3 . 2 .?-;^ + 4 . 3 . 2 . 1 .~-^; 


6 • 5 • 4 • 3 


unde, si pro hoc casu ponatur $=~ ot denomiiintores ad priores 
roforaiituv, erifc 

j)«.l+ 4-6 + 6 - G *5 + 4 - fi- 5-4 + l* 6 . 5 - 4 - 3 . 


ubi ovidons osli ooMliokml.nN pritimi ex jiotnilutp ipurla hinum 


27. hi oumibtiM igi(,iir cnsi 1 hih npfiinu •mrrr.viii 
bus uti potommi.s cl-, (pioniiuu pm vuloiv prm'iuli n 
n 2 aunl; doHumondi, nminiiiisNn iuvubir mi' ulim‘i 
wodo oxpromsm: 


riM’Uh’imi 
nii'i'lii inn 
him riM-lli 


n • ■ a' 



1 II 

. ! 1 

1 | 

0 j 

1 :i 


I'fr 


&i poiuumw, ill', hiLnliomiH, S- , **, mif 


P- H- 


n ;> 


7 

n 


ot 


7- 'I I 


II L» 


lt!l si »- 7 , nril; hi,,,; 

>' ’ 1 H-r. ■ 7-I- lo ■ v ■ i; - |. 


ot 


1‘iif 




n {ii 

11 ■{ ! 

n 

" : 

| >1 ■ 1) 

\)(u 

2! in 

Mi 

■ <’lr. 

lid ; 

1 )l 11 

1 '* i 

(;j 

hiii p 

1 ) i n 

2)i» 

Ml 

i <‘f'\ 

■ li ■ fj 

1 :> ■ V 

• li ■ U 

•I 1 | V 

■ ft ■ .| ■ 

1 fn i; 

■ ft ■ -1 

.Ml l . t: 


■ illIcs i S itni ’ oxpimsionaH ml 


iplOHvin rii.siiH Me applir ; ,n(ur. 


0 Conloi 1 Conunontalionom ,y/r,. / 

Notnndiun oat flin 8 nlna aoinmoiilalioiH.« j,,'^ 7 " 1 ' Ut " m 1,,} 

^ 3 volmmnia 1 in adiodiun, <j p mi,.,. .j.m.ii,- 


28. Quodsi iam istae formulae pro p et <j invcntac accuratius perpco- 
-ur ot cum aequento cnsu n -j- 1, pro quo sit ideoquu 


-1 + 


n — i 
. ~T'j 


~ ( w + l) « + [_ n :J 1 J (« -I- 1 ) «(«--!) + 


etc. 


'/ = 1 -|- 


H_— 1 
1 


n + 


u — i 
o 


»(m —1)+ ”--,j 1 « (« — 1)(« — 2) + etc. 


paroutur, baud difftcullor inde doduci poterit insignia ilia relatio, qmiiii 
auto [§ 21] in medium attulimus, scilicet sempor osso 

p =■ np nq 

q= p _| -nq, 

) proprietas eo mugis ost nolatu cligna, quod cius ope ex quolibefc caau 
ons lacillime dcrivari potest, quemadmodum iam in praecedente articulo 
ostensum. 
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DE SERIE MAXIM E MEMORABILI Q 
BINOMIALIS QUAECUNQUE EXPJi 


Convontui oxliibita die 20. Docotnbris 177 


Commentatio 7*111 indicia Kukstuoumuni 
M6raoires do I’acaddmio dos scioncos tie St.-Pulcrsbourg •! (18 


1 . ilemini mo olim vidisso soriom pvovsus sin 

binomiuli (l quae abrnmpebatuv pro casibns, < 

tam numarns integer positivus quam negatives. Quia 
amplius rccordabar, cam sequeuti modo sum porsern 
abrumpi debeb, sivc n fuerit numems integer posiliv 
sub hac forma repmesento: 

(1 -p^)"= A + ntt + n(n—\)C+ (n + L> 
4 - (« 1 ) n (w — 1 ) (« — 2) B -f (« 4 - 2) • ■ ■ (« — 2) /•’ 4 - (« 

2 . Hac forma gcnorali cousUtuta Httonis A, B 
minoums, ut casibus, quibus pro n liumonts integer si 
tivus assumitur, satisfiat; undo casus simplicioros sequon 

Si n = 0> orit 1 = A, 

Si n = 1, orit 1 4 - £ = A+ B, 

Si » = — 1 , evifc = A — B 4 - 2C7, 

1 1 x 

Si n = 2, orit (L 4 - A 4 - 2B 4 - 2G'-|- 6 YJ, 

Si «-2. erit A — 2J? H- G C— G7J + ! 

(1 4 - xy 1 1 


Si »- 3, erit (l+a) 5 =4 + 3.Z? + 6 6+24.0 + 24 75,'+ 1207?, 

Si « = — 3, ei'ifc -^--. 3 ~yl_3£ + 12 0 — 24.6 + 1207? —120/? + 720 

Si n = 4, erit (1 + ;+* = .4 + 47? + 12 6 + 607) + 120/? + 720 F + 720 

+ 50407/, 

Si «--4, cvit ^ 4 «j*-4.fl + 206—GOTH-3G0i?— 7207?+S040 

— 5040// + 40320/ 
etc. 


3. Iam resolutio liarum aoquatiomrm pro litteris A, B, C, B etc. 
quentcs nobis praobot valorcs: 


1. A— 1, 

2. B = x . 


3. 

4. 


o. 


2 6 ' = 


xx 

l -j- .+ 


6/7 — 


a; 8 

1 +V 


24 F 


x ‘ 

(i -F^ 


6. 


1207 ? — 


(l 


x 6 _ 


7. 


7206 = 


x 6 

(l'+tf ) 8 


etc. 


4. Lex, qua hi valores ordine progrecliuntur, satis ost manifesta, i 
quilibet terminus procUt, si pwiccedens vel per % vcl per multiplied 
Quo obsevvato sories quacsita seqnenti forma exprossa reperietur: 


f1 . v- 1 . n . n(n — l) xx 

(i+*r-i + T * + -v.v 1-+* 


(« 'I" !) 


(n- 2) 

4 


(W + 2) 


I VI.' -_/ _z* _ . 4 - 

-r i ... A (i + a?)* ~ t 


(« + 1 )»(» — l) a ; 8 
1 FT'S ’ F+ x 
.6 

(H^) 3 


(n 

5 


2 ) 


+ 


(» + 2) • • • (« — 3) 


8 -(T+ + 0tC ‘ ; 


21 * 



ct distinguumns tevminos online pares ab impuribus, ut fierion 
obtinenuius, eritqno 


(l + *)' - 


h(k - 1) 8 (« + l) 

1 + !.0‘ * + I 


(n 

4 


2 W (,! 


I- 5 




(«• 



In -J- l)«l« - I) a . (H -1- 2') •••(» — 2) , 

+ — l^T‘ 2 + !•••!> *' 


atque ob insignem ovdineni, quo termini utriusqui*. acvioi proe.odu 
tuto coucludeve licet, eas esse vevitati couscntnueiis. Qiiouium \ 
pev solam iuductiouem est conclusa, utiquo rigidioro doiuoustm 
quaui iam sum iuvestigaturus. 


5. Iutorim turnon statim casus momorabilis sc ofl'crl,, quo 
seriei egrcgio confhrualur, scilicet si cxponons n stalimtur inti 
simul veio x infinite parvum, ifca tamen nt production v-.c sit qn 
puta m; turn euitn constat csso 



Hoc autem casu serios inveuta sequentem induot formiun: 

e’* = i 4 . 1 * _p U 1 . _J!l._ _i .. . _p 0 tc 

^1^1-2 T J.2-3 1 1 .2-3.4 h ° ’ 


quae series, ut cuiqno coustat, voritati eat; cousentauoa. 


G. Ut .lutein in doinoustiationoin couiplettuu iuquiramus, q 


xx 

1 + X 


zz, 


hnnc IVactionom tollcndam .statuamus *--=2y, ut fiat 


:r = 2yy + 2yVyy-\-~\, 

cquo fit 

I -I- ;i: «- I -f 2?/?/ + 2 y Vyy + 1 -■= (»/ -}- V\ + yy)\ 
ut potestas nostra proponitn cvadat 

(?/ + Vi + yy) lu . 

l igifcur iftta formula y-\-V\ -\- yy frequcntissiiuo occurret, bvovitatis gratia 
amus 

y+V i H 

potestas ovolvonda sit v 2 \ 


7. Cum igitm- ista potestas v 8 " aequotur binis scriebus supra exhibitis, 
priore statuamus 


,-i+ '> 


( n r_^_|A n t_ 


(n - n) 


6 


--V+etc., 


altora vero statuamus 


- „*+ (" + !)«(».-D a: / + (“ + »).-(? -.*)*„« +etc, 

1 * 2*0 1 *••o 


a 


iat 


t - ,, * + (M + ^ &---U *■ + ( - + - 2 f' + ole, 

1 • J ■ 0 1 • • • 0 


B series praecedeuti magis est assimilata. Hiuc igitur liabebimus 




habebimus 


z = 2 yy + 2yV\ + yy = 2yv, 
x 

et aeq\iatio nostra iam erit 

■y Sn = s + tV. 

Ut nunc lianc aequatiouein per difforoulialionom tmctoums, i 

Bv~t) lf + J°y.. v °y . 

Vi + yy V'i -i- im 


Vicissmi aulem y per v ita expvimituv, ut sit 


hineque porro 


!l = 


vv — 
~2v 


1 


Vl -f yy 


vt> -\- 1 
2v 


Turn vero difforoutiaudo erit 


( )y=* 


dv(vv -f- j) 


'VO 


qui valor egregio conveuit cum eo, quom praccodons formi 
praeberet, undo fit 

« n JJ 2vv 


9. Cum iam potestas nostra v a ” aeqnetur duabns soviet 
teram per , alteiam per tv denotavimus, notasso Inc invabit 
s, complect, temnnos rationales, altoram vero torminos omn, 

rationales. Hoc observato aequationis invontae pri.no sumair 
ut nabeaums 


2nlv = ?(s-f tv) 


imitis difthrentialibus orit 


2 ndy ds + vdt + tdv 
v a+'Tti 

i aufmn ait. 

v = y 4- Yi -h yy 


dv=--^U, 

]/i +yy 


i luic sulmtitutione oriotur hanc aoquatio: 


-- 2 "i- 7 , = ds .Y. 1 1^ ' l " -'YJ 71 ±jW + M 0- + yy) -r tydy + ^y]Y+"yy 
l/i H- yy (s H- ty -H|/i -j- yy) /i 4- yy 


sublatis fractioni bus lmuc iuduet formain : 


2nsdy 2nlydy 4* 2ntdy /l + yy 
*-8sVl -1- yy -h yd/Vl -f-yy + 8t(l + yy) + tydy + tdyV 1 + yy, 

; seovsim ticquaudo partes rationales et irrationales nascuntur hue duae 
ationes: 

I. 2 nsdy -f- (2 n — 1 )tydy = -f 
II. (2n ~ \)idy = dsydt. 


10. (Jt harum aoquatiouum prior simpliciur reddatur, ab ea subtrahatur 
?rior per y multiplicata, eiusque loco prodibit ista: 

2nsdy = dt — yds. 

'a aequatio cum hoc combmauda ei-it 

(2n — 1 )tdy = ds + y8t. 

videamus, an ex his duabus aequationibns pro litteris s et t easdem 
s derivaro queamus, quas supra per iuductionem clicuimus. Quoniam 


(2*-l)ldi~’2ds + zdt, 

-nsde « 281 —- zds. 


U. Posseimis „„ llt ex , lis dn , ll)U8 aequaliombus oliuiin- 
) o facto pmhi-et acqnatio diffeveutialis soc.nmli gra( | lls h 

ugamus sequenfces scries hirlofinitua; 


8 ~ 1 + + ■ Z)V + &* + 7V-1- 7sV+ etc., 

* & + /^ 3 + M p.j_ otc# 


I2 ' Nimc lstas S0 *‘ies substituaraus 


primo in aotjuationo 


S0 quenti uiodo: 


(2m — l)/_ ?j?} __ 2 bs _ 


<‘z 


(i * Z (2n i}a * + (2n -W* 3 +V>‘--l)rS-l-(2n- 


- s/y 


- HJB 


— 12C 


p "““ -... 


ictifi obtinei 


A _ h — 1 

=- ft 7 ? » — 2 

2 «. 5--^, 0 _»-_8 

6 • ' 

71 /l •— 4 

= ,,, »-» 

] 0 *» J< *=* -.-V 
12 


18. Eodem modo tractotnr altora aequatio, 


I Z r-s ■ 

icU substitntiono aorievum lictarum supra datarum fiet 

2ns = 2n -(- 2«yi** + 2»77* 4 + 2«6'/ + 2w7V + etc., 
“ "f" + 47? + b'(? -f- 87) etc., 

— \ ' ■■= — 2a — 6/7 — lOj/ — 1 d<)" — 18e —etc. 


quo ergo fiuunt soquontos determinationes: 


a = u. 

a » + 1 ! 

IS- —A, 

r = 

0 

-V - “ ^ C-, 

s = "±±I>, 



7 ’ 



li 


etc. 




14. Cum nunc littoravum graocarum priuia a*=n sit cognita, alternatim 
Buporioros dotorminatioiies consulendo sequentes valores repevientur: 


a — n, 


/ ] • 2 • 3 


.1 _«(»-!) 

„ (« 4* l)»( w ~ !)(« - 2 ) 

h 1 • 2 • 8 • 4 


(u + 2) • • • (» - 2) „ (» + 2) • • • (n - 3) 

y- — rr-'s —’ c= --o—’ 


4 = 


(n + 3) ■ • • (n — 3) 
1 7 

etc. 


(n_+_3)---(»_-y 
1 ••• 8 

etc. 


ustratuin igitur nunc ost legem progrossionis, quain supra quasi divi- 
> attulimus, cum veritato perfecte consentiro. 


nuaudi Euluhi Ojioiu omnia 1 16 '•* Commenlaliones tmnljlicao 


‘22 


1 


(1 _p x) n =~v iH =»s+ 

quacstio hie onini attentiouo digmi occuvril, quinam proditun si 
pro ufcraqne littera s et t seorsim sumtu, quani iuvcatigation«m ii 
probleiuato sum snsceptunis. 


PR0I3LEMA 
Proposes his duabus seriebus: 

S=sl + n &- ‘+ (B -- - 2) a* + da., 

s 1 + 1 • 2 ^ 1 • 2 • 3 • 4 1 

/bs !,i &+JL h -L (« + 2 > ■' ■ ■ - 2) / -1- etc. 

1 i * r 1-2-3 h 1-2-8-4-6 r 

investujnre i itriusquc summam. 


SOLUTIO 

16. Detevmiuatio harum dnarum summamm ropotonda oat 
aequationibus diffeveutialibus supra iuventis, dum loco z (it Be s< 
et 2 dy: 

(2h — \)tdy = Bs + yBt, 

2 nsdy == dt — yds. 

Hie quidem iteruin posset alterutvn litteravnm s ot t eliminavi, 
perveniretur ad aoquationem diffeveutialem secuudi gradus; verum 
laboio suporsedero poterimus. Utamur scilicet tautum aequationo 
fonna relata: 

ds = 2ntdy — B ■ ly, 

cum qua combiuemus aequatiouera principalora 

v in = s-\- tv, 


, fit 

3 lie 

VOi'O 


ic habebimus 


$ = v*” — tv 

ds = 2 mu 3 "" 1 8v — 8 ■ tv -■= 2ntdy — 0 • (y. 
d ■ tv — d ■ ty = 8 • t (v ~ y) =*= 8 • / Vi + yy 

l) y ]/l 


‘2uv-"-'Sv - Vntdy + St V\ + yy + - 1 '0- 

ft -t* //y 


aoquatio per /l-j-yy divisa dat 


st+ 

l +yy Vn-ny V^+yy 


voro eat 


cl J 


0 0 


atio nostra orit 


Vi 4- yy v 


st + Ml + 

1 + yy y ]/i + yy 


lmiltiplicata per P 7n Vl -j- yy roddot monibruni sinistrum integrabile, evitque 


d ■ tv* n Vr+ yy-*2nv l *~ i dv, 

i orgo intcgnilo orit 

tv**V 1 + yy*=-\v* n -\-^' 

iquenter habebimus 

t _ v' 2n J-_Cy -^ < 

~~ 2]/F+yy 


17. Iam pro constanto C , quia casu y = 0 et w = 1 fieri debet t — 0, 
C — — 1, ita ut sit 

v in — u - 3 ’ 1 

sj/rTyy’ 


22* 


quo substitute) rcperictur 


K'i + yy = y -V„ 1 


y 2>i _i_ 

s — — - 

vv -p l 

Interim turnon etium videamus, quomodo sicquatiouom dillbroiitii 
momoratiun trar.tari opovteat. 


ALIA SOLUTIO 

EX DIFL^EUENTIALIBUS SECUNDI GRADUS PJSTJTA 

18. Cum uosti-ae binae aequationes diMbrontialos sink 

ds^2ntdy — d-h h 
dt = 2 nsdy yds, 

Grit ex priorc 

s***2nj lBy — ty, 

quibus valoribus in altera substitute fiet 

nndy ftdy-yd-ty, 

quae ovolnta dat 

= 4 nndyjtdy — tydy — yy Bl. 


19- Ut hi,ic siguum summatorium tollamus, etatuamus 



u, 


t 


du 

dy 


et dt = 


ut sit 


ddu 

By 


as valoribus Bubstitutis pvodit 


odu 

dtj 


(1 -|- yy) -|- ydu — 4 nnudy, 


i aequationeni ponondo 


n 


c Jvov 


dn - pdye^ l ' 3v 


ddu = (dpdy -\- ppdydy)e/ pv ' J 


ilVereuthilia primu reducem licet; erit onim 

(dp -|- Pfioy)(i -1- yy) + pydij = 4 tindy 


dp -\-ppdy -\- 


pyoy 

i + yy 


4 -ii n 


cy 

i -i- yy 


20. U(, nunc pvimum tonnimun ot tevtium i?i unum contrahamns, ponamus 


uo aoquatio 


p = 


Jl _ 

|/i -\- yy 


y ?!L Ann 

l 7 i + yy 1J ryy 


i +yy 


dq __ (■lnn — qq)dy 
}/i + yy }+yy 


commode separationcm admittit; evidens enim est pvodive 

dg m _ dy 
A nn—qq )/[~+yy 


aequatio per An mnltiplicata ot integvata dat 


GV" + 1 


21. Hinc igituv ob 
orit 

ideoque 


p = 


Vi + yy 


pdy- -p,r - qd9 

Y\ + yy V 


0 2n(Cv in — i)dv 

= J-(cv* + o 


quae cxpressio vesolvitur in has partes: 


. 2nbv , •lnOv in ~ l dv 

vdtJ + c , o ,„ +1 . 


cuius ergo integrate orit 

J'pdy = — 2«/t» + l(Cv u + 1) -f- 13. 


consequenter orit 


e/p3 '= -^(1 + Cv") - I)v + GW 


22. Cum igitur sit 


« = / tdy ideoquo t « 

pov diffevontiationcm mutatis coustantibus arbitrariis ve 


Vi? yy 


A(] coustantes autoiu dofimoudas primo notetur posito 
debere *«»0, undo fit 

J 7 — — JB, 



incle vero si y fuorifc iuliuitc parvuin, fieri dobet 


n voro ovadit 
>oquo 


f — nz — 2 ny, 

■v = 1 -\- y el v ~ 1 -■« l — i/ 
t) 8 "=l-|-2 ny of y- 9,, = l — 2 ny, 


quibus valoribus iicl 

2 ny «— — 4w A';/, ergo ./? =* — , 


quo inuiciseiniur pro / ouiulom valorem ac supra mvenimus, scilicet 

21^1 + ?// 

quo porro uf onto dorivaUir 


y 2 "- 1 q- y 1 - 2 " 

2/1 + yy 


SOLUTIO PACILL1MA PltOBLEMATIS 


23. Hanc Bolutionom clorivabinnis cx sola aequatione 


qua ob 


y 2, '= S -f 

v = 2/ + /1 + !/?/ 


bora s comploctitur potostatcs pares ipsius y, l vero imparcs. Surnto igitur 
negative littora s mauet eadom, littcra t vero abibit in —/; turn autem 
io v habebiinus 


y +Vl + yy = v' 1 . 


ijuh aeqimtione emu principal! 


s + tv coniuncln, li 


mult* fit 


.2 n 


V 


~* n =tv + 1 
v 


i't hiiic i-epevictur 


y 3, ‘ — v~ in 
yj/l -j- yy' 

v‘- s " 

3 V?+ffV 


( ' um emiii ex pi-inm aequatione sit 


v* nlteivi rei-o 


/= v 3n - I ~ 


$ 

■■ » 

v 


1,1 Valoves invicet » coaequati dabunt. 


unde ob 

s(yy4.n 

———i i. 

V = V 7“ V 1 

evit 

yy +1 ,_. 

2 yi + yy 


S = 1|S,I ~ I 4- y‘" a « 


2 V 1 + yy 


cun, S TmilSfel ' ami,s cl -ique Jmec omnia ad 


ipsam pc 


1 -f-»«= 


vv 


y^~]r yy = _I+J ^ js + 2 


ct 



•JIM 


HU 


V\ 


nltilM il ill in Hot. 


■ (hi ' i (i i .,r "). 

•• (d i •<■)■' ii -i .<■) “) 

I I | -rr 1(1 | .o' " 

-t- i :! 

II i ■i*r 1 1 (i i .c)l ■* 

.»• I a 


l<‘iu j'oiic ilnluri(ur 


lx 


Ml I /. 


ii Mi'rii'i nit 


(i i .i »■’ 11 11 | r)’ n 


mniii 


i'i ininoniin nr<linn jmrlum in 


si'rin pvo puU'Hliiln (1 
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DE FRACTIONIBUS CONTINUIS W 


Coiivontui exhibuit die 7. Fcbruarii 1780 


Cororoentatio 7<15 indicia Enkstuokmiani 
Mcmoires de I’acad&nio des scioticos do St.-Polorsbourg f> (1812) 


1. Postqimm Bkounckerus 1 2 3 ) 3 ) uiemorabilem simm I'nioi 
quadrature circuli iuveuisset eamquc sine doimmslraliom: 
muuicassct, hie plurimum studii in eo collocavit, ut lorn 
KERua hanc insignom formulain lmusisset, dotogorofc. A 
enm usum fuisse egregiis illis formulis, quas ipso in oj 
tic a iufin i tovuni erucrat. Quin ctiam imlo per oulei 
strusos non solum Brounckkui fraclioncm continuaiu, sod i 
alias similes olicuit, quae ntique, porindo ac Wrounckkhi o 
iudicandae, ut oblivioni oripiantur. 


2. Quae autem ox Wallisu Arithmeticu infinit 
ventam Analysin infinitornni in luccm edita, line pori.i 
quidem recepto ita ropraesentari possmit, ut, formulis in 
x = 0 usque ad a; = 1 extensis, sequentos qmulvuturao us 


1) Confer hao cum dissortationo praetor Jntmludionem in amih/sin i 

17 > 123, 522, 593, Lf.onuardi Mulem Optra omnia, vol. Is p. 302; vol. ] 
p. 314 ot 661 . 0. B. 

2) Vido notam ad p. 189 vol. lu adiectam. C. B. 

3) Editio prlnceps bie ot passim: Brounkerus. 0. B. 


■1 (-J 

\''l XX 

i 

1 , 


.1 \l.f 
|/l XJ 

,.Vr 

M 

a 

i 

‘J . o 

■ a ’ 

•> . *> . . 

1 1 

i'l ,, 

a 

•j • a • -i 

i a ‘ 

n 

■ i - 1 ; 

a • a • , 

•».»>, ,| 

1 

i • i • i; • a 

i • r» • r> • v 


.r i .1 

\'\ xx 


• l • ii • m 
v ‘.I 


a • -\ • i • r. • c, • h • h 

a i r. . ii • v • m • i) 


ok. 


tidtm l< >rm ii In: • in Imlin nilimnm i f n mlnnmvi, lit dmumniialoroa iidnr- 
iniii'in mlmillank nii'ijm? Innlmii niiimtomI., id, nf.iiun mimorii- 

il:i II'.-iiisIni'incnfnr. ill jutrilrr iiilipolitfionom |ial.iiinlur, id i|iiod linl,, 
li:i ni’iic-i Mr.iinduiii li , ;;(‘ni mufnnnom pm^n'dinns, sr.ilirnl, .1, Ii, (J, J), 
•’ i'll’, inivsilij((dnr, ul. sil 

.1 /.* I • I, li(' ;i - ;i, nil -l -I nl.r., 

md c:-l. id i)ifinm. in ijim W.u.i.iaws suminam in^niii niaui- 

viI. (|imm iiiilnm inv»v<fi^alimmii dciiici'|iH inull.n ^miemlhiH nl oaleailn 
■ Inrilinri miiiii <• \|»«<<lit iihim. 

•I. 11■ ir. iinlciii j;rrin lilkrnnmi vl, Ii, (\ D nk. iuvcidii. l,oLmu uctfoliuin 

um nil nihlnrlmn. t'mn rnim Nil, uli m'ljiirns lalmln dovlnvuk 


-> X 

X 

no 

a 

i 

i 

Alii } 

i .1 

• a 

.1 

* l • y ■ a ’ 

r 

HO DO 

/ 

A It 01)0 

r .»■ 

:• a • i • a 

: .-I 

* 1 • ‘J ■ !i • -1 • u' 

x 

nonoi'o 

i 

a non ova 

XX 

•* ■ a. i u • • 7 

A 

' i - y ■ a • -t • d • ii • v 


nl<\, 






interpoiatio uoois suppcunao 


/ 

f 

I 

I 


dx 

-]/] - srx 

x x e x 
y i — xx 

X i CX 
|/l — XX 

x^ox 


/l —XX 


i Ah 
A ' I" a ’ 

l ABCD 
1 ' i ■ 2 ■ :i • t ’ 

1 ABC I)C] 

A ‘ T • a'-3 • *1 • r> 


etc. 


5. Cum mroc sit 





— M 


% 

2 


denotaute tt peripheriam circnli, cuius diameter < 
gratia scribamtis q= y, ornnes litterarmu A, B, (. 
qiiantitatem q sequenti modo exprimentur: 


A = 

1 

= 0,G3GG20 

i Dim 

i 


q 


1 0,9 

B = 

q 

= 1.5707DG 

l 




1 o,s 

C- 

4 

= 2,54Gd7n 

1 


q 


1 0,9 

D = 

•> 

= 3,53421)2 

I 


•i 


ox 

Z?« 

i ■ l(j 
' 9 if 

- 4,527074 

1 

1 

1 

Ti 

9 • 25 


i ox 


F “ JTle' 9 = 5 ’ 522331 | 


otc. 


6. Hie tertiam adimixi columnain, quae valoi 
varum exliibet, quo clarius appareat, quomadmocl 



cm uniformom incroacanl, quod non ovonisset, si loco q valorem fnlsum 
:epissem. His oxpositis metliodum multo faciliorom tradam, qua pro siu- 
Lis his littoris fracfcionos coutiimao reporiri possunt, atque eadem opera hanc 
Tstigntionem mulfo geiioraliorem iustiluam, dum soquous probloma sum 
loluturus. 


PROBLRMA 

Invenire seriem Ullerarim A, JJ, C, l) etc. luriformi lege procedenlem, ila 
sit 

A B « ff, B C - (f + a)*, CD = (/' + 2 af etc. 


SOLUTIO 

7. Ilinc alatini patot, quulis functio Client A ipsius f, talom esse dehere 
functionom ipsius /"+«, fctim voro C ipsius /’+2a, D ipsius Z’+Sa ot 
porro. 1 live logo obsorvata si statuamus 


ui dobobit 

i 

B = f + 2 ■« + -fir > 

i littorao A' ot IV oandom inter so rationom touere dobont, ita nt ox A 
iatur B\ si loco /'scribatnr /*+«. Cum igituv fractionibus sublatis sit 

2A*=2f — a + et 2B = 2 /* + a -f 

rum formularum productum ipsi ‘iff ost aequaiuluin, undo oiitui liaec 
quatio a fractionibus liberata: 


aaA'B'- A's (2 f- «) - B's(2f+ a) - ss - 0. 


quae commode per lacunas t— 

(A'— 2f-a){ir— 2/’+ «) “ 4/’/*. 

S. Qniit nunc, si anilrne litterae A et JS ossout ncquaW), ox 
foret A’=B' = ±f, legem supra allatam soquontes sliilmnnuH: 

A' = <if- 2aH-~7 

et 

B' ~ 4/ + A jy< < 

quibus substitute ultima acqnatio induct banc lonruuu: 

(2f - 3« + O) (2/'-|- 3« -|- *'„) - ■!/'/• 

Facta igitur evolutiouo et sublatis iractionibus orictnr soqucinn i 
daaA'B"-A's$f - 3a) - iTY (2/‘ + !U) - 0. 

Smnatur ergo hie s' = 9«rt, ut habeatuv ista |aoquatio|: 

A'ir~A"( 2 f-ta) ~ jrpfA n«) - n««, 

quae itorum per factores hoc modo ropraesoutari potest: 

(A" ~ 2 f ~ 3 a) (i? 1 " — 2 f -|- 3 a) ~ 4 ff. 

0. Cum ttuuc iterum medius valor inter A" ot li" ait 4 f, atn 
A " a 4 f— 2 a + et B" = 4/' + 2a + , 

l) Scilicet: omisso a ; confer § 18. U. 13. 


acta snostiwitiono omergot istii aoquatio: 


( 2 f- fifl + 4*)( 2 n- 6 » + i-)=w 

ta igitnr evolutions sublutisquo fvactionibus erit 

2 r,fla,r./r~ yr'V'(2/’- - 5 a) - ITV'(2/- + 5 a) — s" s' = 0 . 
auituv s" -- 25 a«, ot, isla uequutio banc mdiiet, formam: 

A"'ir-A'" (2 f — 5a) ~ 7T (2/> 5a) = 25aa, 

3 por fuctoros lioc modo ropraosentari potest: 

(A'" ~ 2 f - - 5 a) (IT - 2 /' + 5 a) = 4/ f. 

10. Statimtur domio, ut anlo, 

o'" o'" 

y('" = 2ft + ot C'"- 4/-+ 2ft + y 
uo facta substitutiono 

(2 f - 7ft + ,fv ) + 7 « + - 4/y. 

aequatione evoluta ot in ovdinem rodacta obtinotur 

A IV JJ 1V - A lv (2f — 7a) - 5 lv (2/* + 7 a) - 49 aa, 
scilicot posuinius s'"<=49aa; turn veto per facto res orit 


(^4 1V —— 7a)(JB lv -2f+ la) - 4 ff. 
e perspicuum ost, qnomodo hue oporationes siut ulterius continuandao. 


pro 2/1 itdipiscemur sequontem fractiouem ccmunn.uu 


2A » 2/*- n + 


9aa 

- 2C,na 
•)/' — 2a + 


4!) a 


4/-2a + ;i/ , 


ubi, si loco f ordine scrihauuis f + / ! 'b* *^( 

routinuae prodibunt pro 27?, 2C, 27? otc., quao it,a ho In 


aa 


2 ^-^+ # + 7VJai- 

4/>2(t + 2 5 art 


■17 + 2a + 


49 uti 

''t + * n + 47 + 


2C’ =-2/ + 3a + --— - 
•17 + 6 a + 


9fin 


V+6 a + Hl fl - ff 


•17+ Grt + 


•11) A A 


47 + 


27) = 27 + 5a+--- 

47+ 10a + .. 

47+lOa + ^I- 


47-1- 10 a + 


etc. 


12. Quodsi iam hie ponamus 7=1 ot a «=• 1, pr 
Wallisio tractatus, imde fractiones coufcmuao a Wauahi 
valoribus por quadraturam circuli expresses erunt soqnon 


FRACTIONES CON TIN U A. E WALUSIANAE 


2A***\ + - 


2 h- — 
2 ^- 


19 


2 + - 

2 -{- etc. 


o 

1 


•1 

— > 
z 


ZB - 3 -I- 


G + - -2, 


6 -|- 


6 + 


jy 


6 + etc. 


— 2 <? = 71, 


20 


0 -- 


!() + 


25 

10 - 1 - - 


10 -!- 


•iy 


10 + olo. = - 


18 

x 


2U-7 + 


u +. 

14 + 


25 


14 + 


49 


9 (f O 4l 
M + etc. = — 

A 


9 x 

T 


2/7=9 + 


l 


18+ ---^ 


18 + 


18 + 


49 


18 *f* etc. = -— 


128 

h 


256 
( Jx 1 


rum prima ost ipsa fractio continua a Bkounckkro inventa. 
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•1 


1- ¥ + 


T ~ r 


„i,ae vul<-o IjDiunitio U-ibni solot, nmlto aulem mile a lil,l!UOI,ra 

emta, i'^uo Brousckk.rus o»m uosso poterat, dorivasso, qmppo qnod po. 
vutionos satis faciles ot obvins fieri potiiit sequontom in uimluui: 


l J osito 


orit 


1 — 

1 

a j 

i 

4 

i _ 

H- 

K 

= 14- 

i 


7t 

i - « “ 


l — « 


l -1- 

1 

3 

l 

ft 1 

1 

1 

a 

3 __ 

= i -3/9 ~~ 

;h- 

1-3/1 _ 

[) 

1 

I 

1 

5 


2 5 j’ 

r r 

2ft 

0 

r 

0 = 

1 — by 

0 H" 

1 — ft y 

■° «> -h 

-5-1- 

1 

7 ~ 

s ! 

i 

1 

y " 

7 

~ 1 - 7d “ 

-74- 

i i) () 

1 - 7 <) " 

, 7 -I- 

4 it 

-7-1- 

etc. 

i 




otc. 




Quodsi iam Uic loco -, -i-, — otc, valoros modo invoul.i HiilmtiUiautur, 
se offcrfc ipsa fractio continua Broijnckivju, siquidom hiw. .snqnil,iir foro 



3T 


1 

2 -|- -- - 

2 -I- 


49 

2 -|- oto. 


14. Quod autem ad nostram problematis solutionom gnuoralom a 
otiam siugularuni fractionum continuavura vnloros per cnvttifl quadratur 
priiuoro licet, id quod in seqnenfce problemate ostendamua. 

l) Vide Leoxuardi hui.Eut CpottOHunci, vol. Ih, hnpvimia uotnm ad p. 7i) Rilled am. 




riMMMiKMA 


ni^uM/fi A, /», <!, II <(r. mrinulHm frifnn miifoynu-m promh'.nfr, Hu 

A li //. /)’/’ (/' | <f)\ ('l> (/’ | 'inf ctc.y 

■uni hiinnn tiffnuntm mlnmi primu ifidHrin per /irotfucfu tviHhiuu, (urn mv 
inultt:i iuh iji il(t i i (irrs!:in; inrnHiifttru. 


<. I'lim ij’ilHi' j«ii. 


KOMITIO 


/'/ 

// 


II 


(/ I n) a 


C 


If I ‘-‘"i* 

n 


o1<\, 


nnlni'. mnliniH) mi I irdil.ii (in n«|>mi'l.iir 

. (hf I :!'0\/ I i a) 1 if I t’wiV f i-i c. 

(/‘I ■')’(/ I * l «)“ c/*-|- 

I j f || m. I ’ It 111 ;i u I I'ill J H h uindn millllS (t (' t (U* 111 i 11 tlf.ll H Vlllor (ilIU ll 11', (]IIO- 
ul»»rm»p»r •.ilumnpit ur. vel in nium'mUivilniH vol in (Unuimumionlms 
ri'iluMiiiil , Inn- i im*c imnic>■ luin lollrlur, Mi litrlon'H Hiinplicf'S Hoijunnli nuido 
inni'i; 

!M \ i/ I -'!)(/* \ -in) \f \ !,()(/'1 

' i f \ ■ f i in i / i uni {/' f ;i ii) (/* | !>nUf i 

nn iim'IiiImii cniilmiiii prupuiH ;ul iiuiliiUMii iic.i'ndnnl. ('I. in infillifnnii ipni 
;i<'iji■:t)> 11 nI hi . simple i-.ln i«\prr.ssio iilicpm ilol.cimimil hid vnlorom habnbit-. 


(Jim anti*ni n;ili’inl;iiinin, ipnniiiMlo rins vnlorem ml formuliiH inl.n^ruidM 
iipurliMl, in .-mltNidin mi vnrinniiH hoc* Inmniii: 


ilt /intlihtei uh x ■ IJ itH x • > 

hi I h 
> in 

„< I I; \ 1 n 
in ( I n 



rxlrunh rrit 


m ! k | h m + hl-'JH 
»i t n »» l--» 

/• 

.,/Vll .Ci -* 4 


w | • k -I U» 
in |- Wn 


U4* 


turn vero sunito m = / of k — « haueomins 


fx'-'dx /’ + « A+ 8 « A+*« . 

J A ‘A+2« A+4« Jl/i-**' 1 

quae expressio, inversa, praobet prioros singulorum monibroviiin fa 
posteriorihns suinainns m = f-\~ <i manonto h — ti, hocquo lacto ni 

,'x' +a ' 1 dx__ A+2« A-H_« t /’-I-Off. /* x v dx 

J yrz'xK “?+« ‘A+3#’A+*«.J 1/1 -^ a " 


17. Evidons nunc cst postoriorem ibrmnlain por priovom divi 
nostrum productum continuum exbiboro, quo pacto ambo intogi 
tesima se mutno tollmit, cousequouter habomus 


Simili modo protinus 


A *» 


7i = 


C 


i 

i 

/ 


x^ +a ~ , dx . 

rx / ~ t dx 

j/l'-V" 

J yi~ >•* 

■-V 

7 

I 'i- 1 

y i - i 8a 

‘J y 1 - - ai s<1 1 

,,;/+»<*-Ig-g 

/•a;/'3* 

y\~A~x ia 

1 ' 

otc. 



At vero haec rovestigatio adhtic gouoralior reddi pobosb, qucinadmodi 
problema docebit. 


PROBLEMA GENERALIUS 

Invenire s eriem unifomi lege procedentem A, It, C\ I) clc., it a 

AB-ff+n, BC = (/'+«)>-|- c , CT) = (f -|- 2a) a -|- o 
])]£*= (A + 3«) a -i-c etc., 

ubi in singulis products littcra { quantitate, a augcalur. 


S0LUT10 PRIOR PER FRACTION ES CONTINUAS 


IB. Hie iterum evidons est, quails A focrit fvuictio ipsins /, talom esse 
ore B foiictionem ipsins f-\- a, 0 ipsins /*-j- 2a, J) ipsins /”+3« et ita 
ro. Cum igitnr sit A B =--ffc, si A et B essent aequales, omisso c 
t A = B = f. Qnanto igitnr A minor accipitnr quam f, tanto B debet 
i uiaiov; undo posito A =•f—x evit B — x. Quouiam autem B ex A 

citnv, si loco f scribatnv f-\-a, otiam esse debo.t B = f-\- a — x, undo 
cludiinns fore = sicqno partes principalcs pro A et B cruut 

et B = 

2A *=2f — a et 2B = 2f+a 
oque pro sequontibiis 

2C , *»2/*+3fl I 2 7J-2/’+5«, 2 7? = 2 f'-\-la etc. 


19. His valoribus principulibiis inventis ponamus revera esso 
2 A = 2f — u -|- -j., 2 R~2f +u + jf- 
pro s mox idoneus valor emerge!.. Hinc igitur orit 

4AH = iff— aa + -j,(2 f-f «) + |.(2 a) + jjp = 4 ff + 4c, 

e aeqnatio sublatis iructionibus banc induet fovmam: 

A'B' (aa + 4c) - A's (2/- a) ~ B's(2f + a)-ss = 0. 
namus iam s = aa -p 4c, eritque facta divisiono 

A'B' — A'(2f — «) - B'(2f + a) — aa + 4c, 


20. Nunc siinili tnodo lit ante rafciocimmdo inlolligitr 
ueqnales, inenibrum sinistrum fore 

A* A' — 4/VI' = 0 ideoquo A' = IV = 

^t'uia autcin B' oriri debet ex A\ si loco /‘scrilmtnv 
prindpales fore 

A' = 4:f— 2a et 
Hevora igitnr ponarans osse 


A — 4 f — 2 u -f- *jp et IV =■- 4 2« ~|- 

utidc, si hi valoros snbstituanlnr, aeqnatio pmecodens pi 
bauc iudiiet formant: 

(V- 3« + ±.) ( 2 /- + Ha -|- ±.) = 4/•/'-!- 
Ifua0 facta evolutiono ad istam perckcit noquatinnom: 

( 4 ^“ 9 “«)+p(2/-+ 3a) + ^-,(2 3a) + 

lmecque sublatis fvactionibns abit in banc: 

A B '(9a<i + 4c) - A"s'(2f— 3a) — B"s’(‘2f+ Ha) 
Smnto igitur *-9«a + 4 c et facta division* o.-itm lmoc 

A‘B"-A"(2f- 3 a) - B"(2f + 3 «) =, Haa - 
quao poL- factoros repraosentari potest hoc tnodo: 

(A -2/ , _3(,)(5"__2/'-|- 3 a )_ 4/y_j_ 4 


- Q ll i& aoqimtio similis est praecedenti itommquo pro cfisu A"= IV 
t 4/, sfcatuatui* ultorius 

A" = if~2a+L, ot B" = 4/'+2« + |l, 

ostroimi aoquatio per factoves forefc 

( 2 r- . r >« + £.) (V + + £) = •!//'+ 4c. 

a evohitioms sublatisquo fractionibua prodit 

rif'QKaa + 4c) — yTV'( 2 /'- 0 «) - JTV(2/*+ 5a) - s"s" - 0 . 

o igitur 5 " == 2fm« -|- 4c et dividendo per s" fiet 

y r"7i"' - A (2/‘— 5ft) - TTp/’-f- 5a) = 25aa + 4c 
• prodnctnm 

(y/- 2/‘- 0 a) (7r — 2/‘-|- 5a) — 4/T+ 4 c. 

Stafcuatiiv ultorius 

ttf it > 

= 4/--29. + ^- ot = if + 2 « + -Jn, 1 

•ior aoquatio per productum substitute his valoribus erit 

(2/-- 7a + |" ) (2/-+ U + j^) - 4/7+ 4c, 

clem operatiouibus ropetitis sumtoque $"= 49aft + 4c ad seqnentem 
r: 

yl iv ft iv — A iy (2f- U) ~ i? lv (2/‘ + 7a) = 49aa + 4c, 
factoiibns evit 

(yT- 2/- 7«) (V? IV - 2/-+ 7«) - 4/y+ 4c. 
ms iam ubunde liquet, quomodo calcnlum ulterius prosequi oporteat. 


pio -1 obtinebinuis sequentem fractionein conliniiain: 


'2A = 2f- a + 


a a -f 4 c 


if- 2 a + 


9«rt *(- -tc 


if - 2a + 


25 a« -|- 1 


if — 2 a + 


•I 9 art -|- 4 c 


Siinili niodo liinc erifc 


if-2a -|- 


211 — 2/'+ + - 


V +Sa + “«« + lc 


if+ 2 a + 


25 a a -I- i c 


•i f+ 2a -I- - 


19 aa -f- 4r 


•*/■+ 2a -h 


2C=2/ - +3a+-^—"_ 

4f+6« 


4/‘(irt -I- 


49aa -|- 1 c 


if-\- IS a -1- 


2I)=,2f+bu + a - + ± c _ 


if r ^ u ' 


J/-+loa+ S6 " a - , -' ,c 

V+io« + 4# ““ + 
r *f+io 
otc. 


SOliUTIO ALTERA PER PRODUCTA CONTINUA 
24. Cum sit 


AB fl + °’ B(J -<f+*Y+c. CD~(f + 2 a y +c> D]£= =( r _ 


orifc 


A = W-tMLfw +Mf±: l «f + »)((/■ + o a? + c) 

(<A+«) +C)((f +aa)’ + c)((f+ia)i.i-- e ) 


ot 


oto. 


A «. 


/r + « 


(/■ -i- «)“•!■ 


if-l 2 «) 8 -1- f 

(/’ H‘ 3«) s 4- C 




I 

F ' 


Qnando autoin in sequonto litter a, (j, subsistimns, fiet 

, (]'+<■_ 2«) a H- r {/j-Jfli’j-f' y, 

7 "" (/>«?+« * if -M«)‘ -h c ’ (/' + 7,«)*'+ e ‘ C ' 


’25. Quodsi ergo istao binao oxpressiones in infinitum continuontur 
so invicom ducanfnr, ultimas factor littornlis, qui bio ost y, manifesto i 
acqimbitur. Quia voro hoc ensu umnorus (aetoruin in iimnoratoro i 
rodundat, oius factorom priiumn in IVonto neoi-sim scribanms, aUpie prod 
sequent! niodo oxpriniotnv: 

A*-=(rr\ A (/‘/*-|-«)((/■*!- 2rt) s -|-C» ((/‘-bS«)*-l-rO «)*+«) . 

l// 1 ' r ((/4-a) y 4-cKrrH^4-^‘((/'-b:WO a 4^)((/'-h^) 8 + ^ 

ubi iam inlinitesiuii I'aotores linifati aequabuntnr sicqno ista oxpimsh 
lormi loge procodit. 

Die aiitom duos casus distiugui convoniot, proiiti c fncrit nmnor 
nogativns vol positivns. 


(JA8US l, QUO c = — 66 


26. Prioro casii quilibot factor in duos rosolvi so patiotnr. Stat 
igituv primo c — ~bb, quo ensu Iractio continua soquonti modo o; 


2 A =2 f — a -f 


(a q- 2 h) (a — 2 b) 


if^on , (8aJ.2&)(3a-2&)_ 

r M ,, „ ' (7d + Si)(7’a-*i) 


T/i:oniiaim>i Kui.kiu Opum oinnia i iO* Coinnienlufionos imalylicuo 
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mulain integralem expnrm poterunt. 


27. Constat oiiim, si haec formula integral^: 



x 'ox 

X n )’- k 


ab 1 = 0 usque ad x = 1 extondatur, valorem reduoi ad snqnoiis 
infinitum: 


» + k i» + fc + /i m +_fc + '2 m. /• 

m in + u m »n J Y( l — x n ) n ~ i 

Quo igitnr banc fonnam ad nostram expvessioneio nccomodimuiH, c 
factorcs iu sequenti membro quantitate 2« angonUir, snnii debut n 
voro posito m = f -f b ot h «= a roperiotm' loro 

f+a+b f-j-ba + b /* X^'irx 

f b / *+- 2a q- 6 f -I a q- b J y^ t / j /^$• 

quae expressio, inversa. prioves factores cuiusque mombri conlinot. 
rioribus autom manento n «= 2 a suniatur m = — h (it k ^ a, 

prodibit haec aeqnatio: 

f + ~ ^ /_d" 't n ~ b 6« — b /• ;c K a X 

/ -J- a — b /'-f3ct —/j -j- 5« — 6 J yq , c a. t J ; 


Si igitur haec aeqnatio per pvaecedeutem dividatur, postronii liii 


■■i sc mutno dostvuent prodibiique production infinitum in valore A oc- 
ns per dims formulas intograles expressuin, ila lit sit 

A = (f-b). -°*\ x -^' x . 

v J V\~x ia J Vl-x 1 " 


28. Quo luiGC cxemplo illustremus, sumamus /'=2, n=l, b = 1, ut 
iums hos valoros: 

A 11 = 1), ISC — 8, CD = ir>, T)E= 24 etc. 
no casn nostra fractio continua evadit 


2 A --- 3 — 


° + .-_ 


6 + 

« + — 
G + 


77_ 

G 4- etc. 


or productnui continuum evil 


M.Ota 

2 -1 -l • G G • 8 8 • 


voro por formulas integralos habebitur 

j y\ - xx 'J yr- xx 

tat aulom pro nostris torminis intcgrationis, ab ;r = 0 usque ad £=1, 

1 ot /7 W 

J ■(/1 — XX JYl-xx 4 


colligitur A = , id quod cum ipso producto Wauusiano, quo 


jr 2 • 2 4 -_4 
~2 ~~ r '3”3 -5 


G; 6 .etc 

6-7 et °- 


> 


pe couvenit. 
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o*». Evolvamus nunc qnoqiie altermii casiun c^-1-66, 
(jontiinia liaut formam indnit: 


«, | . 

_,l + g«« + .i&6 

-1/*— 2« -h- C 


!2 5 « a -j- 4 6 6 


At vero productum continuum ex praecedeiitc tonua loco 6 h 
iUt inmginano expression so prodit: 


A-(f~hV- 1). V± h ^r 

' (/+«+&!/-of/' 


Kvidons aiitein cst in eadom expression*) § 2(> allaiu otiiuii loco 
— bV— 1, unde prodiisset 


M b)/_i) if.zl 1 ) . fM- 0f/'-l- 


(/■+« — &!/— i)(/> « + A K- i) if + a«■■■/>(/“ 0(/'-l 
Production igitur harmu dnarinu expressionum lit. mile; oi:it 

A * = f/T , m ._(/*/> W)('/'+ ^) 3 + 6/i) ((/*+ y«) a -I- 66)((/‘-I- 4 i 

^' "r / ylf.y a y -p bb){[f+ f () a -i- 66) ((/‘-I - :wo* -|- 66) ((/'-j- :w 

(piae expressio congrnit cum suporiore § 25 invonta. 


30. At vero etiam cxpvcssio per fonmilns intogralcs 
Si eiiim in formulis §27 loco b scribatur bV~ I, orietur hi 


A=*{f — hV— 1) f x/ * a ~ 1 - bi '~ 1?, $ . fx'-'K'V ' 
V ]/ A — a .2o \J l/i _^.2/ 


y \ — x‘ 


Verum mutafco imaginariormn signo erit 


A=>(f+bY- 1) / . 

,J Vl-~X ia ./ i/j 


*7 |/x — an 



ubi nullum ost (liibiiiin, quin in nfraqno expression© iinngimirin .so ui 
(lostruaiit, otiamsi nulla patent motliodus luuic mntuam imnginariorum clcsl 
tioncm actu evolvoro. 


31. Voruni si hae arabae oxprossionos in so mutno ducantiiv, tom 
destvuclio baud dillicnlter ostondi potevil.. Cam enim pvoductntn sit 

Cx f ' 11 ~ 1 ~ b \‘ “ 1 ax + a " 1 f " l dx 

. J }/-\-x 2 " <> 

* x /-y*-hy-i &x j- * 

VL-'x ia J Vl—x -' 1 

doinonstrari potest laiu in mnnoratore qimin in donoiniuatoro muigii 
seorsim so dostrnoru, quod qnidem pro denoniiiuitoro ostondisso sufiiciefc, 
numomtor imlo oriatnr scribowlo f -\- a loco f. 



32. Quo domonstratio succinotior rocldatur, poimmus brovitatis gratii 

X f ~ l dX «.r 

~ — V V, 

|/l — X ia 

quo facto denominator uostrae oxprossiom9 i magi navi is affectao orit 

fx* bV -'BV- fx- tv ~'av. 

lam staluatur factorum 

simrnia =« jxT bi ~ l ) BY = p, 
d iffereiitia = /(V' K “ 1 - or lv -')dV~q, 

atquo notuin ost productuin propositum foro 

8 V --= pp ~^ - 

Monstrabo igitur tain pp quam qq ad quantitates reales reduci posso. 




Cum igifcur noverimns esse 

_p cr l?l> ' i s = 2 COB. (/) 

ot 

f/M'-i — g-'/'K-i = 2/— 1 sin. <p, 

posito brovitatis gratia blx=*<p bet 

p =,- 2 cob. r/< ot ^ -® 21''-- 1 j‘d Ksiu. (/>, 

unde sponlo fluit denominator 

= ^ j *q Kr,os. r/))* -|- ( / # Ksin. (py, 

exprossio, quae manifesto est realis. 


34. Mine facilo colligitur valor mmicrntoris, quippo qni erit 
( ftfdV cos. fyj) 3 -1- ( / V d ( ,r sin. ip)\ 


ita nt expressio nostra imngmnriis tiubata pro A x sequeuti m 
reproosentotur: 

,i _ . . .v (fx‘ ] r.y ^ (fx- a dV m\. <p) iJ 

si -I// rou) .(/iJKsin.^) 3 

oxistento 

3V = ot <p = blx. 


35. in analysi antom adlmc desideratur mebhodus per ii 
tractandi imiusmodi formulas: 


1 


x jf ~ l dxw8. bh' 


1 


,.3n 


ot 


/ 


x / ~ l dxm\. blx 


]/l - 3? a 




rim turnon si denominator abessot, utvacjiie formula vovera iutcgvari posset, 
[uod soquonti modo ostomlisso operae pretimn erifc. 


3(>. Praostari onim hoc potent opo reductions notissimac 

J'PdQ = PQ — f‘Q8P. 

cilicct. pro formula prioro sumatnr 

=-cos. blx et dQ = x^ l dx t 

x ! ~ l dx cos. bin = cos. blx -|- ■ ■j x ! ~ x dx sin. blx. 
altera voro, sumto 

P*--=> sin. blx ofc 8Q=x } ~'dx, 


j x f ~' Ox sin. blx = y- sin. blx — y j x J ~'8x cos. blx. 


porro colligitnr snbstitueudo 

fx f ~ l 8x cos. blx (J cos. blx b sin. blx), 

x s 

j x s ~ 1 dx sin. blx= [f sin. blx — b cos. blx). 


roro accodente denoininatore nihil aliud intelligitur, nisi integrate ad genus 
ntitatum umxime transcondoutium adhuc ignotum revolvi. 



METHODUS SUCCINCTA 
SUMMAS SER1ERUM INFINITADUM 
PER FORMULAS DIF FERFNT1 A LES INVESTIG, 


Couvontui oxliibuil din 1.1 Jlnrtii 1780 


Coinmcjitatio 7-16 indicia Ks’K.s’nior.MiASj 
Mentoires do 1'acadeime dos sciences do Sl.-Pelorsbonrg 5 (1312), 1815, p. 4 5 — 


1. Ktsi hoc uvguinontum iain saopius 1 ) pnrtraefcuvi, Umion ploraq 
ad sumiuas commode exprimeudns spcetaul, per varies Ubros sunt 
atque etiam per ambages ernta; quamobrem hie suceinoliun method 
tradilnrns, coins ope serioi cniuscunque sunima Jaeili oaleiilo sine ai 
per fonuam simplicissimam indagari potent. 


2. Sit igitur X funetio quaecnnqne ipsius ;i:, ot X\ X", X'" 
ommtur, si loco x successive sevibatur $-f f, x-\-2, x -|- d etc. M 
litterao iUae X, X', X", X'" etc. mihi dosiguiibimt terminus euiusq 
indicibns x, .I'-f-l, s; + 2, x 3 etc. respondontes. His positiy du 
serienmi infimfcanim sum contcmplatuvus, quorum pvioro termini omn. 
signo -f- affecti pvogredinntuv, ita ut series snmmanda sit 


. A + r+x"+x # " + otc 

1) Confer Conimeniaiionos 25, 41,. 17, 56, 61 , 8 a, ISO, 18tt, SOU. r.jl7. Confer 
nlrodnchoncm m amhjsin inUnilontm , Lausunnac 1748, 1.1 cap. X at /mUlitlmcs 
J ,artis mtoriovis cap. V; Lmxiuum fSouatt Optra omnia, series pi 
1* ' K 108, 13,| » 188 * ,77 >'107, 163; yoI. (5 p, 70,91, 701; vot. 8 p. 181; vol. lOp. 


>vo vcro ciiau iidom termini sigma iiltcrmmtibus proccckul, ita ut series 
imanda sit 

X X'-' r X" - - A"" etc. 
igitur duos casus scoraim ovedvam. 

CASUS J 

SUMMATIO SEIUISI INEINITAE + X" + etc. 

,‘i. Uonotet *S" Kiimmarn oiusdom soviei primo tennino trmicatae, ita nt sit 

<S" = A"-f- X "-)- etc. 

aim S sit cerf.a functio ipsius x, qnam hie potissimum mvestigamus, evifc 
imilis fimetio ipsius Evidens orgo cat foro S~S'^-X. Qnarc 

sit 

A 1 '— X-f 38 + --338 + etc.., 

dj 

donomiimtores, potentate* element! dx continentcs, ut brevitati eonsulam, 
tenniUo, siqnidem quasi spontc subintolligimtuv, liinc nostra aequatio 
ot hanc foi mam: 

0 = X + 8 S + { 338 + ~-3 3 S + ^ 3‘S + etc. 

4. Quodsi ergo ista series vakle convergat, propomodmn ovit 3S = — X 
jue 8 = — j‘Xf)x, quod integrale per constantcm ita csfc determinaudum, 
uni to x iniinito magno evanescat, proptcrea quod termini iulinitosimi pro 
o lmbori possunt, quia alias series ipsa uullatn habevet smnmain flnitam. 
iita propemodnm smvnmi, pro vera siimma statuamus 

S=- fXdx - uX - pdX — yBBX — etc. 

no hiuc 

BS*- ■- X — adX — fiddX — yd*X — etc. 


osiiaiidi !Ciri.j:iti Opera omnia lie 11 Commontotionoa nnalylictio 
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stitmmUr, pervenictur ad soqiienfccju aeqimiiouem: 


+ X - «8X - ftddX - yft*X - 





<J7?‘A --otc. 


1 

•o r 


i 


i 

"o 

24 


■/» 


1 

24 * 


-< 


1 

120 


ot inin coefficient's incogniti a, ft, y otc. ox soquentihus uoquali 
fmiri dobent: 

“ + a ■= °> ( ? + i “ + o “ °’ J' + i ^ + fi f< + n " 0 
unde fit 

5'”° otc - 


5. Hoc autem jnodo mveutio litturarum a, ft, y otc. nmiis lb 
ncquo tamen ulla lex pevspicerotur, qua nltorins progredinntur; 
modo prorsus singular! in valores istnrum Iittoranun impmum. 
scilicet soriem ovdmariam secundum cosdom coOfficienfcos prooodonU 

1 -f az -f ftz % + y£ -1- d£ otc., 

atque cvidcus est, si hnius scrioi sumtna V ad fovmam liuitam po 
turn, si eadom secundum potestafccs ipsins 0 ovolvatm-, candoni st 
savio provenive debeve, quo pacto valovos littevaruw a, ft, y, d 
innotescont. 

G. Hx velafcionibus igifcnr, quae inter littovas a, ft, y, d ofcc. 
sn])ra § <1 allafcis, scqnentes opevationes iustituanUir: 



\ = 1 

d- «* + 

(U~ 

■ + 

r* -i- 


0 Z 

d- 


tZ'' 

-h etc., 

1 

2 

z V-~ 

+ 2 + 

i 

s“ 

-h 

\l* + 

i 

o 

A/ 

/ 

d- 

1 

ft 

-h etc., 

1 

’(V 

zzY=~ 

d- 

i 

(i 

-h 

ja -|- 

J 

r»' 

/* 

+ 

.[ 

a 

r 

-|- etc.. 

1 

24 

z'Y = 



4- 

;* + 

i 

24 

ft 


j 

24 

P 

-{- ot.c., 

1 

120 

YY = 




d- 

1 

120 


d- 

1 

120 

a 

-J~ etc., 

1 

720 

/■ y =-- 







+ 

1 

720 


d- etc. 


etc. 


cilicofc mode omnos tonuim praetor primum ad niliilum sunt vodtiei-i; 
) ergo 


'i'+ l* + b **+ sW lli*' + 720 *“ + 0, ' C ') " 1 


Cum igitnr sit 


-M-(- -■ **+{ /H-^^-|-ctc., 


V ^-J) = i 


V 


a 1 — 1 * 


3xprcssio quo facilius itcrmu in seldom converti quoat, ponannis z<=2f. 


:o 

sfcatuatur 




_2t_ 
e a< — 1 


f'+t- 


, cHl 
V‘-'l ’ 


^ -M 
e** — i 


== » 


2G 



I 


liinc expoiwiitialibiis cvolufcis oiit 


it — 


1 -f . l l*+ 1 f*. , 1 

2 T W 1 72 
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' + 0' <3+ I20' ,r '+ M ',„ 


-I- ole. 
clc. 


" "\ U "" ,C solae potcsfcatcs paves, i„ donnminato 

Htates nuparea ..can-rant Patefc anion, o , „ 

sequentes vovo termmoa per potestotes l, t\ /'■ eto, „ S30 


8. Cum igitnv posuorimns 


erit 

u «= _..i„ 

f?‘ -■ | 

ideocjue 

u - | 

Hi,lc ei 'go diffeveutiando erit 

2* =>/“t 1 

« - l 


nnfIe coiiclnditur fore 


u U — 3 ’ 


ru 


~ii + «« -1-0. 


^quontitr seri<:i ’ <,,,a *“i*™ 

ponontes b.nano ovoscoro, statantm- 


" T + 2At - 2 w+*c^, m i +ntc , 


nsMinuo s('(|uc!i[.i modo: 


It 

1 ‘JJ 

<;//// l 

to at' 

m nr | 

ik ./-r- 

- i!l.e. 

1 

It 

1 1 A 

-i n i 

■w 

■in A 

N ■ 



1 

-I A A 

K.J/f i 

HAa -- 

K A l) 





1 

i n n 

site 



*’ I 11 ’ 111 ' Ml ' sponf-i* ili'slriiunl, icliqui vcru HiMjiionUiH prmilmnl. tlrliT- 


i; a 

i 

orpo A 

1 

;i ' 1 


i 

<> ’ 

O /) 

1 A A 

orpo /»’ 

• » 

;; M 


i 

!)()’ 

if' 

s.i /; 

d'pu t' 

• *j a a 

i 


1 

‘ !M f> ’ 

s n 

K.ir i i /;// 

(M’flti I) 

■;; i 

// //) 

I 

‘ u'-ir.n’ 

o /•; 

H{ .1 // ] /if 1 ] 

1 rrtfu /•: 

;; ka n -i 

- i>/;r:)c 

l 

’ ‘Klfifif) 


ic crjj;n Ii 1 l.t‘i«m .1, //, (\ D Hr. prnrmiH nai'dom mml., qnibuH 
■nitiutniH polnsfulinn rreipniCimmi ('.YpriimnithiH mmi uhuh, Hiqnkk’in 


.. i 

10 

1 M 1 nl ' ,: ' 

A if, 


l 

' jli* 

I- a*. I <,lr - 

-■ > lin\ 

1 -|- ‘ 'I 

*) a 1 lf, a 1 

I- : h , -1- 

fV 


otc.. 


r (‘iiiimii iiluliiiiit'S Huptu linuliilm, imprimis -il, 01, 0,3, 1150, 393, f»97. 


0. n. 


10. Cum igitiu- sumserimus 


u = j + 2 At - 2 Bt 3 + 2 Gt l — etc., 


ob 

erit 


V-tu — t 

V=l-t + 2At*~2JBt i +2Ct‘~2m>+ e ic, 

ubi nil aliud superest, nisi ut loco t acribatur ul „l 0 pl . odit 

F= 1 — — 4- ^ I)* 8 

2 2 8 *"* 82 128 0 ^ C ’ 

Cum igitur habuerimtis 

^=1 + etc., 

collatione inafcituta reperiemus 

■ 7 = 0, —£ = o, £ 1 '■ 


82 


11. Mentis iana valoribus hamm litterarum suna.ua sorioi prop, 


S-X+X-f X'+X"+etc. 
sequent, modo exprimetur: 


S 


f XSx + i X ~j A ^+~ss‘x - A O0>x + A 


+ V ^DS , X 


512 -f etc., 


1) In Commontatione 597, Lsontu^i Ev mu 0 „ 

lKiU Opera omma, vol. I, 6} p . 7i 2l c 


V > U u 


lumu 


1 


ij ,/ i > — i. 

si constant adiieienda esse infijjil,a, etiam ipsniu seviei suiniuaiii 

infinitum. 


12. CoiiaidommiH exomplmn, quo iia ut huius sei'ioi smum 

quaoronda: 

...... 1 ..l 1 | i i l , , 

.r" (.r -|- t;“ (.r -| •>)“ [x -p ;if “ r ctc ' 

Hie igitnr evil, 

J Xa * = ~ (»- 

quae forma ut nvaueseat ponito .i-«« c\>, necesHG eat, ut oxpouons » sit 
tato maior. Alioquin oniin, si easel/ n «- 1 vcl ?/<1, summa scvici cevtc 
infinite mugmi. Povro vero orit 


dX™ 


n 

i i» 


Iliac. d*X 


«(>H- i)(n -1-2) 


. n ) :i 


O' 


: 'X 


(»-r 4 ) 


r» + & 


ot 


quilma valoribus Hiibslitnlts smuma quaosita orifc 

1 , i - A n />* k(h+ C! _ 

' ' (H — J 1 a.-2 8 ’ ' ** + • :$2 ’ ' > 1 6 ‘ C 

<finto series eo magis converge!;, (|Uo maior aceipiolur umnerus an, praotcrc 
(piod litlerao A, />', (■ ot.e. progresuionem vnldo convovgonlom constituun 


Id. Quodsi orgo ab imitate incipiondo hi tormiui 

J _|_ 1 A. 1 -I- 1 _L-1. — - 

I i)n I ;{.» 1 I 1 — l 

actu colliguntnr enrumqne summa vocotnr /V, eiusdom soriei in infin 
continnatao smmnu ovit // -\- S. Hoe modo olun 1 ) snmnius talium serit 
mfiiutiirmu pro singulis expououtis n valoribus 2, d, 4, 5 etc. ad plurcs fig 
decimales computavi aunito scilicet % =10, quo pacto calculus satis exp. 
absolvi potomt. 

1) Vi do Cummoululioiiom -17, § 3J. Li:oxhm<»i Evu:ni Optra omnia, vol. lu, p. 121. 



u. cjuodsi igitur index % miitato auguatur, laibobimuH 
$'=X , -X''+X"'-X yv -}'- tile. 

Addutur haec aequatio ad praocedontem, prodibif-que iuM|Uii.t,io I'rni 

S+8'~X. 

quart* per formulas differentiates habobimus 

X = 2S-|- 8S-\- \ c>dS~\- \d a S+ ' ii'S !■ <>((•., 

2 0 ‘J I 

unde neglectis diffoventialibus eril £’«= X, <pu ergo oril priuu 
seriei qmim quaerimus. Sfatuawus igitur 

& — - X + a d X 4 - (3 di) X -|- y d 8 .X -(- id a. 

vt facta substitutione fiet 


2S=*X+ 2ct$X -f 20d$X+ 2 yd*X 


dS = 


l > + « + /? 


l 


•* 


dds= 



i 

24 


d l S~ 



+ 


"b 


1 

12 


etc., 


2dVA'-| id 
T I" nl 
If! -l-'d 

i tt + d 


quae expressio tota soli X est aeqniuida. 



15. Singulis igitur cohiinnis verticalibus ad nihilum redactis oriental- 
elites aequalitn-tos: 


■2a + - 2 — 0, 20 + a -i- ■ — 0, 2y + (3 + \ a + ~ = 0, 

2 y "l' 2 ' 0 + g « d- ^ = 0 etc., 

! priores saltern littorae has rooipiunt determinationes: 

" ; = “ i » P = 0, y = -g, d = 0 etc. 

16. Quo autom hos valores facilius invcstigemus, consideromas hanc seriom: 
V= * +/,?*+etc., 

s scilicet sumnmrn Kquuori oportoat. lade ergo sequentes derivemus series: 

2V —1-1- 2a* + 20**-f- 2 yz*-> r 2tf*'+ 2f/+efcc., 

IV -= d- -i- 0* 3 + yt A + dV+ etc -> 

[Vzz- + \ -1- -ja +{/? + yy -I- etc., 

1 IV -= -L — + --« -fete., 

G 12 ~ ti ~ 6 1 

- TV' — + .-4 + “ a v etc. 

etc. 

un igitur serierum summa ob aequalitates ante allatas fiet —1, sicque 
biraas istain aeqnationoni: 

V+ * + {*’ + '-/ + */ + etc.) = 1. 

JNHAitm Eiii.tjh! Opo.rft omnia lie* Commontationes analyticao 


Quaro ouin sit 


orit manifesto 
give 

undo fit 


e' = 1 -p ~h ~ * a -|- "jr H“ etc., 


V(l + e 5 )- 1 


2V~ i 


i 

r+ e‘ ’ 

1 - (y 

l‘+"c* 


17. Ponatur igitur ut auto 


nt sit 

sitque itorum ita ut 

et facta evolutiono orit 


e- — 1 
c r + 1 


» 


21'— 1 -K, 


t{ — 


c 


t 

<> 


I + jf+£<*+,-;/+ elc. 

Undo patet seviei valorem ipsins at exprimentis prininm tenniim 
sequentoa vero per potestates imparcs ipsins t progredi. 


18. Cum igitur sit 



e il - i 


*-> + !■ 

orit 

r 3( _ l + « 

1 — u 

ideoque 

2 l-l l + v 


l - H 





e (lifferentiando fit 


lit 

du , . 

~ -\- u u — 1 — 0, 

e ost ipsa aoquatio pro casu prioro invent a. Neque tarn on proptorea pr< 
'adorn series proveuit. Quonmni ciuni hie primus seriei terminus riebe 
5 « l, fingouda ost huiusmodi series: 

u = l- ©/ fi - |- $i" + etc. 


iquo (lebebit facta substitutione 

~ = i -~am + 5»<*-7tt**+9 sd/ 8 -h <s/ io h- ate., 

+ 1 -2W + 2© — 2 £ +2 3) — etc. 

-b «(-“ — 2 21© + 2SC<£ — etc. 

-b ©* + etc. 

etc. 


,ie hiuc sequentes oriuntur determiuationes: 



= l 

idooque 

21 = 

l 


523 

= 221 

idooque 

93 = 

1 

$$ 

O? '>0 


7© 

-293+ 2l 3 

hinc 


* © + y 0* 

17 

*” 816 * 

9© 

— 2(£ + 22C93 

orgo 

SD- 

T® +}«® 

62 

2836 


etc. 



etc. 
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19. Cum igitur sit 


;r i 1 

1 “ s-s"- 


si loco t restituamus , pro V banc reporiomns seriem: 




Qua re cum posuerimus 


V— -(- or# -f + yz 3 + (h* tile.. 


hino colligimus valorcs litterarum a, ft, y, d etc., qui ergo evunt 

1. >—iv«. J-O. s-o. tt, I. 


consequeuter suimna qnaesita erit 

IX - { 8X -I- 4-wx - nWx + X ea’x - otc. 

2 ‘l 16 u-1 2ou 


20. Oomparenms mmc istos cofifflcientos cum iis, quos m cnai 
(lento pro similibus ditVcroutmlibiis simuis adepti, qui erant ^ 
atquo ogrogiam rclationcm inter uirosque deprelicndennis, uti cx Jtoc 
vidoro licot: 


dx 1 

l 

.r 

A 
' o 

- 3 

= 2 a 

-1, 

PX 

1 

St 

B 

= 15 

= 2 4 

-1, 

16 

' 8 

8*X , 

© 

(J 

= 63 

= 2° 

•- 1, 

1 

64 

' 32 



d‘X j 

© 


= 255 

= 2“ 

™ 1, 

aeo 

* 128 


8*X : 

© 

B 

= 1023 

= 2 10 

— 1 


102 4 

' 612" 


etc. 1 



etc. 





1. Per eosdom igitur nunieros notissimos A, B, (7, D etc. eiiam hoc 
tmuina quaosita sequenti inodo commodo exprirnotur: 

S- l X - (2 s - 1) 4 • /> A + (2‘ -1)| • ^*A - (2« - • !)-•« 

+ •« + etc., 

soriom, qnousquc hibuerit, coutinuare licet. 



DE SERIEBUS MEM0RABJL1BUS 
QUIBUS SINUS ET COSINUS ANGULORUM 
MUETIPLORUM EXPRIMERE LICET 1 ) 


ConvHiitui oxhibuit die 13. Marlii 1780 


Commontatio 7-17 indicis Exkstkokmjani 
jMemoii'Os dc I'acadcmic <los .sciences dc St.-Potordbourg 5 (1812), p 


. r >7—72 


1. Series, quas hie yum expositurus, non lam ob usuin in mulliplicati 
angulorum, quam oh eximia calculi nrtificia, quao me ad ens perdnxer 
imprimis autem propter egvogiimi simplicita.tom logis, qua oarum tormiui ] 
grediuntuv, onmi altentioiic dignao videntur. Ad cas autem cominodiuH 
vestigandas utor chanictoribus, quibus coei’liciontos potestatum binomial 
designate soleo. lta si x fuerit exponens potestatis, hi chanicteros soque: 
habeant signilicationes: 


(v 






f.') = ' c C'”_ 1 )C'r'A etc. 

3 / l • 2 • :i 


sicquo in genere erit 

( x \ _ x 0^— 0 ~~8)(a; —4) • • • (# — 0 ) t 

V»/ 1 • 2 ■ 3 ■ 4 • • ■ m 


2. Proposibo mine angulo quocunque (p pro oius multiplo quocunque 
talcs series secundum meuioratos charactoves procedentcs indagabo, quae 

1) Vido not am ud p. 642 vnl. In adioctam ot Ooimnentationos ibi Jamlatns G86, 703, 
praosentia voluminis. C. J3. 


sinum qunm simnn Indus anguli multipli expvimant. Ac primo quidem 
siiui istam fingo scriem: 


cos. vy = 1 + (?) A + (■'-) B + (|) C + (*) 7J + nlc., 

ae semper abrumpitur, quoiics x denotat, nummirn integrum positivi 
liquis anlem casibua in infinitum exrurrit. Ad lins aut-om litfems A, Ji, 
etc. invostigandas loco x successive assumo valoros 1, 2, 3, 4 etc., 
udem vulores cos. <p, cos. 2<p, cos. \\<p, cos. 4</> etc. tanquarn cognitos spo 


3. Facta igitur hae ovolufciono sequentes vulores pro littoiis A, B, C, 77 
perieutur: 


Si 

,r = 1 


X =r-2 


■x -3 


x = 4 


X *= D 


etc. 


erif 

cos. -= 1 + A , 
ergo 

A *= cos. (p — 1, 
ccjs. 2 < y > =» 1 + 2 A + /?, 
ergo 

7? *— cos. 2 <p — 2 cos. <p. -(- l, 
cos. 3c/. = 1 + '6 A +37? ■+ 0 , 
ergo 

0 « cos. 3 cp — 3 cos. 2 <p + 3 cos. — 1, 
cos. 4cp = 1 + 4/1 + 67? + 4 C + 75, 
ergo 

J) = COS. 4<y? — 4 COS. 3<p + 6 COS. 2#/; — 4 COS. <p + 1, 
cos. 5f/> — 1 + 5/1 + 107? + 10C -f 577 + 77, 
orgo 

77 = cos. 5r/> — 5 cos. 4(p -|- 10 cos. ‘3<p — 10 cos. 2tp 
+ 5 cos. </> — 1 
etc. 


4. Nine ergo in genera, pro casu x= «. si littora cu(tffi(;ienti 
fuorit N, scqnitur fore 

jV = cos. ntf —(y)cos. (« — ()f/ -|- (”) cos.(»/— 2i (/> — (•”■) i;os.(h 


Nuuc igitur praocipuum negotimn hue redit, ut istins expression 
valor ad fornmlam iinitaiu reducatur. id quod fit., si illius ser 
quae cst N, elicuovinnis. Quanquam autem plures iam Imiusmo 
cundum cosinuw procodontcs sunt sumnmtac, lumen melhodi, qtii 
ad eas investigandas snnt usi, vix ao ne vix qiiidem ad liune cj 
modari posse videutur. Singularem igitur nictliodum hie propon 
acl hunc scopurn perdnxit. 


o. Considero scilicet, lias bums formulas imaginarias: 

P = cos. tp -|- /— 1 sin. tf. ot (j = cos. ()■ — V— 1 sin. 7 


ox qnibus constat fore 


+ q" ■“ 2 cos. tup 

idooq lie 

cos. tup - *-(;/' d- q n ). 

w 

Similique modo erit 

COS.(«-lV/,- g-(i, 


et ita porro, quibus valoribus substitatis ot potestatibns liUorn 
soorsim positis facta multiplicatione per 2 habobimus 


d- <f ~ 




-b etc. 


n\ 


-r etc. 


2N=(p - !)'•-}- (q-Y)“, 


formulas ergo ulterius prosequi oportet. 


fi. Cum igitur sif: 

P ■■= cos. </ + V — 1 sin. fp, 

V — I = cos. (j — L -p Y— 1 ain. <y.. 
statuamus (/) —2w, ot cum sit 


bimus 


cos. <// — 1 — 2 sin. or i;t sin.r p = '2 sin. to cos. to, 


p — 1 = 2 sin. to (y — 1 cos. to — sin. cu), 


oxpvossio rcducitur ad hanc: 


p — 1 = 2 /— 1 sin. to (cos. to -f /— 1 sin. to), 
li autem modo reporietur 

q — 5 == — 2 V— 1 sin. to (cos. to — V — 1 sin. to). 


is igitur formulis conficictur 

(p — 1)" = 2" (V— l)" sin. to’* (cos. nw -\-Y—l sin. nw), 

(q — l) n = 2’* (— V— l)’*sin. to 1 ' (cos. nw —V— 1 sin. nw ), 


inn ergo formularum snmnm praebot valorem ipsius 2 N, qnom qimerimufi. 

jnhahdi Eoi.kih Opera omnia ho* ComiuontaMonoe mmlyticiin 28 


7. Pot,estates autom imaginariovum /—I et —)/— 1 rnodo Hunt 
modo —1, modo iiuaginariae -+V— 1, prout exponens n fuerit numer 
formae 4? vel 4? 4-1 vel 4? 4-2 ve) 4? 4-3, quandoquidem constat css 1 


(v-ir - 

4-i; 

i-y-i)“ - 

■ + 1, 


V- 1; 

{—i/— i) 4,+i = 

— /— L 


— i; 


— 1, 

(|/-i )“ +3 = 

- V- 1; 

(-1 /- i)*'”- 

4- K- 1 


8 . Hac observation!) praemissa tribuamus nunc successive oxpon 
valores 1, 2, 3, 4 etc., quo pacto N denotabit successive littoras A, B, C, . 
quarum ei'go valores sequent,i modo per unguium co = ~ ip expressos r< 
nms. Sit igitnr primo n= 1, orit 

2 A « 2 V — 1 sin. co (cos. a; -p [/— 1 sin. co) 

— 2]/— 1 sin. co (cos. co — Y— 1 sin. co), 

qui ergo valor redneitur ad banc formam: 


ideoque 


2 A = — 4 sin. co sin.co 
A = —2 sin.co sin.co. 


.9. Snmfco autom n = 2 fiot 

2 B — — 4 sin. w 2 (cos. 2co 4-1/— 1 sin.2co) 
— 4 sin. co s (cos.2co — l/— 1 sin.2co), 


unde colligitur 


B = — 4 sin. co 8 cos. 2co. 





10. Sit « = 3, oritque 


ox quo fit 


2 C= — 8V— L siu.to 3 (coa.3r») -|- V — 1 sin.Sw) 
-f 8 V— 1 sin.ru 3 (cos. 3u> • - K— l sin.Bco), 

(7 = 8 sin co 5 siu. 3co. 


11. Sumatur u =- 4, atqno uancisceinuv 


hincquo oritur 


2D = 16 sin. w‘ (cos. 'leu -]- V — 1 sin. 4tu) 
-j- 16 sin. tu 1 (cos. 4c« — V"— 1 sill. 4to), 

D = 10 sin. co* cos.dto. 


12. Similo porro n «=* 5 fit 


2 ■---= 321/-- l sin. (cos. tun k — 1 sin. T\to) 

__ 3 * 2 )/— l sin. w 5 (cos. 5w — V — 1 sin. f>u>), 


orgo colligondo prodit 


E =* — 32 sin.co 6 sin.oto. 


13. Pro casu n ■■= 6 invenitur 


sivc 


2F = ~~ 04 sin. co rt (cos. 6tu -p /— 1 sin. Gru) 
— 64 siu. ((/(cos. Ocu — 1 sin.Gw), 

F — 64 sin. co 8 cos. 6to. 
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14. 


ideoqno 


Statuatur porro n = 7, eritque 

'>G = — 1281^— 1 siu.aj 7 (c08.7aj ~\- V — 1 sin. 7 co) 
-|- 128 K— 1 sin. a; 7 (cos. Taj — V— 1 sin.7a») 

G — -f 128 sin. a; 7 sin. 7co. 


In. Denique posito » = 8 prodit 


bincquo 


2//= -f- 256 sin. u; 8 (cos. 8a; 4' V-- 1 sin.8a;) 
4- 256 sin. a/ (cos. 8a; — V— 1 sin. 8 co), 


JJ «= 250 sin. cos. 8a;. 


16. Istos igitur valores per poviodos quadripartitas progrodior 
quentibus duabus columnis iunctiiu ropraesentomus: 

A =— 2 sin. a; sin. to, H = — '2 s sin. a; 2 cos. 2a;, 

G = 4~ 2 3 sin. a/ sin. Ha;, ,/K- 4-2* sin.a/ 1 Cos. 4to, 

77 = — 2 s sin. to 6 sin. 5to , = — 2 11 sin. to" cos. Gto, 

(9 = _[-2 7 sin. to 7 sin. 7to, //=-{-2“ sin. to H cos. 8a;, 

7' « — 2' J sin. to" sin.flw, /t" = — 2 10 sin. to 10 cos. 10a; 

etc.; 

consequonter valor formulae propositae, scilicot cos. xip sive cos. 2. 
quontom seriern satis conciunam exprimotur. 

| 1 — 2 (-■}) sin. to sill, to — 4 sin.a; 9 cos. 2 

4- s(-~) sin. a; 8 sin. 3a» 16 (-^-) sin.a; 4 cos.4 

— 32 sin. to 5 sin.5a) — 64 siu.r.; 8 cos. 6 

4-128sin.a; 7 sin.7a» 4- 250 (y) sin. to 8 cos.8 


cos. 2xo) = 


A " te( l uiim ! ‘auc fovmulam maxiine gcneralem ml casus parti™], -avs 
inodnmus, oW.rvalionem prorsus singnlnrem emuque maximi moment! 
a lum altnlisse oporae pi-etinm esl inde petitam, quod per cvolutionem 
mein sib 


c.os.xyj = l - 


1 t , 1 14 

oSV+g^V 


7 20 ^V+ etc., 


libum polestates pares ipsius x ocenrnmt; quam ob rein necesse ost, ut 
>bru serio invont.a facta evohitione charncternm (*) nmnes termini pn- 
hus imparibus ipsius % uflecti seorsim se mutuo destnumt; qmire etiam 
termini imle rosultautes sola litteva x alfecti imictimqiic smnti nihilo 
•i dobobunt, unde istos terminos ex singulis characteribus nriumlos hie 


xinns: 





) dat -p x, 

(-£ ) dat — — a:, 

( 3 ) cl,lt 

+ }:r, 

(f) <lat - 

) r. 

(*■)■■ -T-. 

(f)- 

+ )*’ 

(!•) • • - 

'l 1 1 ,, 

( X ) 1 


-1- v 

( x ) • • - 


\10/ * JO ’ 

V 11 / 

‘ 11 ’ 

Vt2' 


etc. 


8. Colligaiims igitur oinnes istos terminos ac dividendo per x pervenie- 
A sequentom soriein niaxime memorabilem: 

0 = — ‘2 sin. co sin. to -j- ^ ■ 2“ sin. to 2 cos. 2 to -j- ■ 2 3 sin. to® sin. 3 to 

1 . 2 4 sin to 1 cos. 4to — -- • 2 5 sin. to 5 sin. Sto -f y • 2 6 siiiVcos.Gco + etc., 

<1 5 u 

duas serios inter se aequales deducimus, quao sunt 

2 sin. to sin. w — y-2 s sin, to 3 sin.Sto + \ ■ 2 5 sin. to 5 sin. 5 w —etc. 

.? • 2 ! sin. to 3 cos.'2iu — ^ • 2‘ sinV cos.4«; + J ■ 2 C sin.cu c cos.Giu - etc. 

argo pulchorriinum theorems condi potest: 


THEOREMA 


Denotante oj angulum quemcunquc r hue sequentes scries 

o 2® o& 

s = " sin. a) sin. oj — — sin. o> 3 sin. 3a> -f- sin. w 6 sin. 5co — etc, 

1 (1 O 

2- o* 

i =' 2 sin. to 3 cos.2 w—^ sin.a; 4 cos.4a)-}- “ siu.a; 0 cos.Gto— etc, 


semper erunt inter se aequales, sive erU s = t. 


DEMONSTRATE 

39. Hie ubique loco 2 sin. a; scribamus littcram b, ut sit 


b silt, 05 

’~r 


/■ = -• 


¥ siu. 3ro 

, ¥ sin 5 co 

b 1 sin. 7 co 

-p etc. 

3 

+ 5 

7 

¥ cos. 4 co 

! ¥ COS. (>05 

/i 8 cos. 8 co 

-p otc. 

4 

’’ 6 

8 


quarura sevievum sumnias iuvestigemus nullo liabito respectu ad re 
quae inter litterns b ot to iutercedit, quam ob rem nihil impodiet, c 
littera b tanqnam constans spectetur; utriusque aubem sumina inven 
restituenms valorem assumtum 2 sin. to, atque videbimus hoc casi 
fnturnm esse t = s. 


20. lucipianius igitur a serie priore, tie qua observemus sumt< 
oj — 0 fore etiain s = 0, atque diflerentiata line serie reperiemus for 

| fJ ‘ “ & cos. to — ¥ cos. 3 oj -f- ¥ cos.5oj — b 1 cos. 7 oj + otc., 

quae multiplicetur per 1 + 2bb cos.2oj -f ¥; atque ob 

2 cos. 2vj cos. naj = cos. (« -p 2) w -f- cos. (n ~ 2) w 
obtinebimus sequentem aequationem: 


^ (1 -f 2 bb cos. 2co -f- b*) 

= A cos. a; — A 3 cos.3w 4 A 6 cos.5w — A 7 cos. 7w 4 A 0 cos. 9co — etc. 


4 A 8 cos.3w — A 5 cos.5cf> -|- A 7 cos. 7w — A° cos. 9co 4 e tc. 

4 A s cos. w — A G cos. w 4 A 7 cos. 3w — A' J cos. 5co 4 etc. 

4 A 5 cos. to — A 7 cos. 3co 4 b 9 cos. fxo — otc., 

as torminis collectis nanciscoinur 

— ('l 4 2 bb cos. 2a; 4 A 4 ) = h cos. w 4 A 8 cos.a; = A(1 4 bb) cos.a; 

do ' 
io erit 

__ A(i -|- bb) da cos. co 
f ’** 1 + 2 A A~ cos. 2 co + A" 4 


21. Simili mode tractemus alteram seriem, do qua notasse iuvubit sum to 
0 fore 




sit 


, A 2 A 4 . A 6 A 8 , 
‘-S- i+ «-8+ UtC - 


a iain dilfeventiationo prodibit 


^ «= — AA sin.2a; 4 A 4 sin.4w — A*sin.(>cu 4 otc. 

0(0 

iam itevum utrinquo inultipHcetur per 1 4 2AA cos. 2to 4 A 4 et calculus ita 
□etur: 

1 . — = — bb siu.2to 4 A 4 sin.4co — A fi sin. 6to 4 A 8 sin. 8to — otc., 

0(0 

?A 3 cos. 2to • - — — A 4 sin.4to 4 A 6 sin. 6to — A 8 sin. 8w 4 etc. 

dco 

4 b e sin. 2 to — b 8 sin. 4cu 4 otc. 

4- j 4 . ®i. .a — A 6 sin.2to 4 A 8 sin. 4a; — etc., 

dco 






undo collectis moiubris uascituL' haec aequatio: 

~ ^ (1 -f- 266 cos.2co -j- 6*) = — bb sin.2co; 

0(0 ' 

consequonter crit 

r,, _ bbdio sin. 2® 

1 -f 2 66 cos. 2o + 6 1 

22. Invctitis his duabus formnlis diUerontialibus utriusque 
investigcmus, ac pro priore quidcrn ob 

dw cos. to «* d • sin. co 

babebimus 

- _ b (I -f bb) d • sin. oi 

S 1 -}- 2 66 cos. 2® -f6 4 ’ 

quae expressio ob 

cos. 2 co = 1—2 sin. co 2 

transfornmtur in liiinc 

o _ b (l -|- bb) d • sin. ai 

S (1 -f 66) 3 — 466sin.® 3 

Quia vero constat osse 

/*_ ?*_ = _} i f_+ g* 

j ff—gg** Vfg f-g** 

nostro anteni casu sit /== 1 + 66 et g = 26 et 2 = sin.to, 
integral©: 

^_ 1 ^ I + 66 -f 26sm. a 

4 1 + 66 — 26 sin. co * 

quae formula casu co = 0 evancscit ideoque constants additioi 


23. Pro altera formula ob 


ubi uvunovatov uequatur quartae parti differentinlis denominatoris, unde 
grale orit 

t = * / (I -f 2 hh cos.2 to -f- & 4 ). 


Nocosho toiteni ost, lit. posito to = 0 fiat 

t=±i(\ + bb), 


atque commode hie evenit, ut isto casu idom valor prodoat, sicque adie 
constmitis non ost opus. Notaaso autem hie iuvabit esse etiam 

t «= 7(1 -{- hh -|- 2b sin. to) + -j 1(1 -j- hh — 2b sin.to). 


24. TTis iani integralibos invontis ob 

s = * £(1 -(- hh -(- 2b sin. to) — * l{1 -{-bb — 2b sin. to) 
orit ooi'um differentia 

t — s =» *-/(l -f- hh — 2 b sin. to). 


At voro pro casu nostri theoromatis est 6 = 2 sin. to, quo valore subs 
prodit l — a = -J Z1 = 0, quae est demonstratio nostri theorematis. 
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EXEMPLUM 1 


25. Confemploinur mine otinui nonnullos casus pavbicu 
quidem, si sunioreimis a> — 180°, oinnos plane termini in 
Quamobrom incipiamus a casu to = 90° •*, nbi ergo <?nl 


coy.2w = —• 1, <m.dco=--}- 1, cos. (bo*®*—1. oos.8u> = 
sin, io = 1, siu. 5w = -- 1, sin. 5 to = -\- 1, sin. 7to *. 


qnamobrein series pro cos.&’ti inveuta orit 


cos. x n 


1 - 2 (f) 4 (-*)- 8 (^) + le (*) - 


5 - 


qimc series manifesto nascitnr ox evolntiono potostatis (1—2) 
valores sunt alternat-im -f- l ct —I, id quod egvogie convon 
cos. X7i, siquidein ipsi x tvihnautnr numori integri. 


2G. Hoc autein casu binne illao series, quas inter so no 
inveniinns, orunt 

2 + { ■ 2 s + ‘ -2 1 + ‘ - 2 : -|- etc. = - ‘ -2= - U 2* - ‘ 

Onm autom bnoc series nuixiiue sit divergons, nulluiu com 
cmn veritatc expoctaro licet, quod qnidem maxhno pamdoxon 
noviimis ntique dari oiusinodi series divorgentes onmes toi 
habontes, qunnim sununn tanion non solum sit nulla .sod adc 
torum venfcus in superiore tlieoremato iam solidisshuc ost do 


EXEMPLUM 2 

27. Sumatur nunc co = 60° = * , orit 2 sin. to = b =l / 3, 
Turn vero orit 

sin. 3 to = 0, sin. 5w = —sin. 7tu = + ^ , sin. 9c 
cos. 2w = — cos. Aw , cos. 6co =1, cos. 8w = 





ergo sequentom nanciscimur seriem 1 ): 


2 xx 1 
COS. = 1 


2 \ 1 


3 / x , ( J / 27 / x' 

2 \~2 ' ~ 2 \ 4 ) Y 
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, 81 / x\ Si fx\ , . 

' 2 \ 7 / 2 V H / ’ 


uiteni binue series pro .9 et t inventae lioc casu orunt 


3 27 81 72'.) . 2187 , 

,s = ■— — — -\- - - • — etc. 

2 2 • f> 2 • 7 r 2 • 11 1 2 • 13 


u 9 '.{10 

2* = s» _ " _ 4. -f ,J — - - -f etc., 

** 1 f, 7 ' 11 ~ 13 17 t<) ^ ’ 


wo 


,__. 8 +-° + 27 + 81 _ 218 - 738 --etc. 

2-2 2 -1 1-3 2 * 2-10 I • J 2 


ui -jS oil -14 'Y‘ ’|fi 

2 '““- s + , + « -l- K-Y(i- «- oto - 


ergo dnsio series certe sunt aequales, otiamsi hoc absurdurn videri queat, 
rei causa in eo est quaeronda, quod liae series snnt divorgontes. 


EXTCMPLUM 3 


,8. Sumatur 

notetur esse 

to = 4.")" = * 

, eritque sin. oj = 

i 

P'2 

idaoque b -■ 

= ]/2. Poito 

i. 3 oj = - l - , 

V2 

sin. 5co = — 

l 

]/2’ 

sin. 7a; =» — 

l 

i/ a ’ 

sin. J)co — » 

7* Gtc " 

Cos. 2a; = 0 

, cos. 4 co = 

-1, 

cos. Geo =s 0, 

cos. 8a; = -j- 1 

etc., 


l) lOdiiio princeps: 






unde series nostra principalis orit 


COS. -• 1 



Haec aufceni series adbuc est divergons. lilac auluni dime 
aequales esse osfccndimus, ita se habobunt: 


sive 


s= 1 - 


4 8 1G 

5 ~ 7 0 


;]2 

n 


im 


f _ 4 _ 1G g-i _ 2Sr> 

— i H ' 12 ’ 1 (> ’ 


1024 

20 


40% 

2~4 


102H4 

28 


6 = 1 


O f)2 09 O'* o5 

— “ _L — -L w - 

3 :> ' 7 ~ n ii 


K,i\ 

r» + ,!tK - 


4* 


{ — - — -L. --J_ . — . _L _nl.n 

4 8 r 12 1G ~ 20 24 r 2H 


ubi nihil absoni occurit. 


EXEMPLOM 4 

29. Sit denique w = 30“ «• *, unde ob sin. m _ l t oril 
casus ad series convergentes perducet. Est vero 

sin. 3w = l, sin. n(o= 1 sin. 7(o = — ' , sin. fj«>-I, 

cos.2(o = cos.4(o=-— cos.6(o = — 1, cos.8(o = -' f 

etc. 

Hinc ergo nostra series erit 



JtiUJj i U J.UJtUiH J'iAt'lUiHUKI 1 ; J;L(;|'JT 
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ao oxprossio commode in ternas sequentes series decomponitur 


7TX 

cos. = ^ 


_ J / /X\ ! X- ' 

2 Ul / U, 


~ ) -4- (* 

o \ V ‘) / ~ r. 


L ("g") + (I) + (i^) + utc -) 
?) + (nj) + (fs) + otc -) 

' («) + <rr) + (h) + ulx ) 


iao ail tom series s ofi t hoc casu orunt 

s = . J _ 1 1 1 , 1 i - J . J , 

a • 1 3 2 ■ r> “I 2 • 7 a a' ■ 13 otc * 

<= 1 4. 1 ■ _ A + 1 .L 1 __ ,A_ 4. 1 

a • 2 ^ 2 .4 0 ^ 2•h r 2• 10 12 + 2. m + 0LCl 

ic orgo crit 

icque soriom, cuius sumnia est «» 0, hoc modo in tros sorios rosolvore licofc: 


0-s 


-I + 7 


I 1 


1 • - 




1 ±.!. 
(> n 0 


-- -f — 
10 * m 


— -j- .1 

n 1 m 


— + — 
12 “ jf> 


etc. 

etc. 

etc.) 


30. lOodom piano modo, quo supra seriom pro cos. 2 xu> invostigavimus, 
m sorios pro siuu eiusdom anguli lnultipli oruitnr sequent! modo. Fiuga- 
Lit supra, haeo series: 


quae semper abrumpitur, quotius .r denotat uumorum integrum p 
Kvolvemlo autem, ufc iam supra fecimus, litterae A, B, C eic. ita re; 
expressae, ut facile pateafc cliaracteri rospondere seriem 

( 'll 11} \ 

■) sin. (n — 1) (p -J- (-j sin. (« — 2 )(p — ofcc. 
postreino membro existente -h sin. 0 <p. 


31. Cum iam sit 


wit 


sin. X(p = 


2 i/-i' 


2NV — 1 


-I- P a - (”)^'' + (") P" _s - etc. = (P l)- 
- ff' + (y) (T 1 - Q r* + etc. = - ( ff - 1)" 


Afc vero ex superioribus manifostum cst fore 

P ~ 1 = - ein. to y' 1 (cos. co -|- \ f —- 1 sin. co), 

4 — 1 = — 2 sin. co V — 1 (cos. co — V — 1 sin. to) 

ideoque 

2NV— 1 = ( 2 sin. co V — l)" (cos. nro /— 1 sin. nco) 

— (— 2 sin. co V — l) n (cos. n co — V — 1 sin. «co ), 

ubi notanduui pro qnatuor I'ormis, quas littora » habere potest, loro; 


n = 4 i, 

iY = 

(2 sin. co)" siu. nco, 

« = 4 / -{- 1, 

2V = 

(2 sin. co)" cos. noj, 

n = 4 i -J- 2, 

iV = 

— (2 sin. co)’ ! sin. «to, 

j; 4 i J , 

iV = 

— (2 sin. co)" cos. nco. 



32. Quodfli igitur successive litteme n tribuanfcur valores 1, 2, 3, 4 etc., orit 


A = -|~ 2 sin. uj cos. cu, 
C ■■= — 2 3 siu. <u" cos. 3o>, 
]<J = -|- 2 B sin. w 6 cos. 5w, 


Ji — 2 2 sin. or sin. 2w , 
_|. 2 l sin. w 1 sin. 4«, 
l<' ^ - . v 2 ft sin. a/ sin. (»tn, 


(r — — 2 7 sin. a) ; cos. 7 to, // =* 2* sin. o" sin. S cu 


etc 


aquontor series qunosita pro sinu rcsfcituto loco <p valoro 2 a> iin. so habebif,: 


2 (^) sin. ro cos. oj — 4 sin. w s am. 2 w 

- «o>- cu 0 cos. 3tu + Hi sill, w 1 sill. 4 w 

-[- 32 sin. to 5 cos. fjoj — G4 (^) sin. w r ' siu. (> r u 

— 128 siu. w 1 cos. 7 a) -f- 25(1 sin. to* sin. 8 uj 

otc. 



COMMENTATIO 
IN FRACTIONEM CONTINUAM 
QUA ILLUSTRIS LA GRANGE POTESTi 
BINOMIALES EXPRESSIT 1 ) 

Conventui exhibiiit dio 20. Mnrtii 1780 


G'ommontjitio 750 indicia Knustrobmiani 
Mcmoirc.s do I'aeadoraio dcs sciences de St.-Pelorsliour" (5 (1813/l-i), 181 


1. Iste vir illusfcris lianc potestafcom binoinialem (1 -j- x)" m 
singular! ox eius differential! logarithmico in hauc iVactioncm i 
vertifc: 


(i + x y = i + **_ 

i + 


(1 — «)# 

•> , (Lt”)® 

+ 2 , (2 + n)x 

64 .( y “^ 

2 i(H n ) x 
7 + otc. 


quae expressio hac insigni pvopriotato gaudot, ut, quoties oxp. 
mnnerus integor, sive posifcivus sive negativus, abrumpatur . 
liuitam redigatur. 


1) Vi do Laokanok, J.-Tx., Sur V usage dcs fractious continues dans Ic cc 
(Nvuvcaux Mtmoires de l’Academic royalc dcs Sciences et Belles-Lettres de Be 
Oeuvres de Laohahq^ Tomo quati-iome, Paris 18G9, p. 301 —B:i2. 


2. Qnonitim lmec fracfcio continue lion lego unil'onni, sed iutorrupta, pr 
■oditur, cam ad legem umformem revoccmus, id quod commodissime fiot, 
im sequenti modo per partes repraosentcinus: 


(i + 


A-1+ 

L r /ii.. a.w * 


2 4 


(L 4«)s 
li 


n = a -i~ 

,J " r ,n i » 


0,(2 + w)ar 
~ + ~ c 


n _r, i ^~n)x 

l ' ~ ') ~r 


7) = 7-h 


!3 4- mi* 

j 4 - D 

(4 — n)x 

7-\i¥n)x> 
2 + T — 


etc. 


J line igitur per reductionom habebimus 

A = 1 -I- 0 w )^_i I (1 — _ (l—nn)vx: 2 

"* 27i 4 (i 4 «)$ — 2 2 7f 4 (d 4 h)& 

1 , (l -- «)# , (nn — i)x:c : -I 

- +~r- + fl+ 

nili modo orit 


B = 3 4 ( 2 _ ?a L _ q i ( 2 — n)a __ (4 — nn)xx s 2 
^ 2 C + (2 4 ~n)x " + ' 2 ' 2 6 f 4(2 4 »)"*; 

_ o , (2 — n)x (nn_—jt)#x : 1 

- + -- 2 ' (4 V 

xlom modo habobimus 

sy _ F ._(3 — n) Dx r (3 — n)x (9 — nn)xx : 2 

” ' _h 27) 4 (3 + n)z “ 0 + g — si) 4 ‘(3 -b'n)x 

_ (3 — n)x («» — 0 )a 5 «: 4 

" '■ 2 + n- r 


ita porro. 

Lmoniiardi Eui,F.ni Opora omnia Ito* Coinmontalionos annlylicao 
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3. Quodsi iam hos valorem online loco A, Ji, C otc. substitunra 
tio confcinnn scquenteiu induct formarn: 


(1 + z)" - 1 + - 


nx 


(i — h)» , (nn — i).r 2 -:-i 
l — 0 — -f -- 


3(1 + **) + 


(«h — 


•*)(! -I- .V.r) + 


(nn — 9)a;a;: A 


7(1 Kz)-\- 


(;un — 


4. Quo hinc fracfciones partiales abigamus, statuainus x = 2y, 
ciacamur banc oxpressioncm: 


9*1" - 1 M 


(1+20" -1 + 


1 + (1 ~ u)y + 


(a n — 1 ) 7 /// 


3(1 -Vy) -H 


(nn ~ .\)yy 


quao forma facile transmiifcatur in banc: 
2 ny 


s(i+y) + ( w * -3m- 

K J) ^(1 + ;,) + ( ,t 


_r= 1 + (i — wi w _l( mw “ Om 

(a + i? — i A + W“T ( 


Addatur utrinque «;/, at producat 


8(1 + ,/) + - 4 >»». 

K . r >(l+^ + Rk. 


[ i y{ i + (-1 + 2 ?/)") i («k— i)//// 

- 2;/)"- 1 *“ 1 _l ~ ]/ ' 


t 1 + m 

quae exprossio iam ordiao satis regulari procedifc. 


a ( i + V ) + f"* - \ !i;i 

' 5(1 +y) + otc. 


b. Dtvidamus iain utrinquc por 1 -f- //, ot. mcmbrum sinisfcruin o\ 

ny (J -f- j 

1 4- V ‘ (1 -1”2y)»- 1 * 

Ex parte dextra autem singulao fracfciones supra efc infra per 1 + y 
fcur prodibitque haec forma: 

i _l 0* w - OyyiO + y)*__ 

3 + C»« — ; .vj* 

fi + :(}£'!!? 

7 + (^zltyyjAL±j[f_ 
o + ( Htt r 2 5 )yr-(j + j? 

11 -j- etc. 




0. Hanc igitur expressioncm denuo ad maiorom eoncinnitatom reduc 
statuondo ^ z, ita ut sit y = Hoc autcm inodo membrum 

strum ob 

i -b 2 ?y ^ \ 

accipiot huuc fornmm: 

nz[(i +- *)"] 

- (j -j-» 

quod ergo acquaintin' huic fmctioni continuae: 


1 + 


(aw — l )ez 
g (nn -~4)g£ 

. (nn — {))## 

(»» — U\)eg 
" 9 + * ic . 


quae, ob elegantiam, sunnnani attontionem meretur. 


7. Nunc igitur per se manifestum ost istam expressioncm semper al 
abrmnpi, quotios n fuorit miinerus integer, sivo positivus sivo nogni 
Kvidons autcm ost otiam membrum sinistrum oundern valorem rotinore 
iamsi pro n scribatnr — n. Hoc onim fucto evadet 


-n*l(l H* t)~ n H* ( i 

(1 +«)-- (f-'-ir)-” 

quae fractio, si supra et infra per (1 — &z) n inulfciplicetur, induct hanc Torn 

— e)- + _(1_+ z)' 1 } ^ »*[(! + b)“ -I- (1 —1)"' | 

“ (1 ’ ~ e) M — (Y +"#)" (1 + z) n - (1 — zf ■* 

quae ost ipsa expressio praecedous. Sicque porinde ost, sive lifcfcorao n 
positivus sivo nogativus tribuatur. 


8. Ita Ai sumannis n = t 1, fit membrum sinistrum ==* 1, qui etian 
valor dextri. Porro posito w = 4^2 membrum sinistrum evadit = 1 
membrum vero dextrum fit etiam — 1 -j-zz. Simili modo samto n = 
pars sinistra, ut ct dextra, fiunt 

so* 


9. Ilinc autom nonuullaa conclusioncs maxiini inomen 
prouti exponenti it tribuatur valor vel evanescens vel ir 
autem casus, quo litterae £ datur valor imaginarius, perd 
conclusioLioJU, quandoquidom ipsa haefcio continua nihilomi 
a qua igitnr conclusione initinm sumamns. 


CONCLUSIO I 

QUA s~tv- I 

10. Hoc igitnr casu fractio continua banc habobit form 


^ (■ nn — i)tt 

(»h — \)tt~ 
r _ (h» — 9)M __ 

J 7 («>* —1G)^ 

9 — otc. 


at voro pars sinistra nuuc erit 


ntV-jX(i +jY- 1)" +_(i - ty- i)m 

0 


quae uou obstantibus partibus imagiuariis corbe habore debo 
quem ergo hie investigoraus. Hunc in (iuem ponamus t = 
t = bang. <p) turn igitur erit 

(cos. (p -|- Y ~ I sin. rp) n _cos. nq> -f Y— 

cos. (p n cos. r p 


(cos. q> — Y — i sin. q>) n cos. il(p — ]/ — 
cos. cos. <p" 

His igitnr valoribus substitutis nostrum niembrum sinistrun 

2 »{/—1 • tg .(p cos .ntp u tg .(p cos. n(p ntg.qi 
2]/ — 1 • sin. n (p fiin.nrp ~ tg.mp 


(i + tV— 1)“= 
similiqne inodo 

(i - ty- 1 )“- 



nt 

tg. n q> 




(mh — l)tt 
■j _ ( M «_~ 4)M 

(nn~9)ti 


7 — otc. 


ijitnr hoc modo ropraesentari potent: 


, nt 

t g.1l(p = - — 

l _ \ Hn 

3 - 


- 1 )t£ 

(«» — ~i)ft 
, _ {nn — 9)/£ 
7 — otc. 


go oxpreasio commode adhiberi potest aci tangentes angulorum multi- 
por tungenteni unguli simplicis t exprimendas. Ita si fuerit n = 2, 
nuH 

tg- 2r/> = j~t t' 

?nodo si evit 


tg. 3 tp 


3 1 __ 3 t-t 3 

i _ 8 ii 1 i -3^* 

3 - tt 


c casus mnxime notabilis so oft’ert quando exponens n accipitur in- 
arvus; turn onim erit tg. n<p = n(p, ergo utriuquo per n dividendo 
ista forma: 




7 + etc. 


ctione continua per tangentem t ipse angulus exprimitur. 


Consideremus nunc casum, quo exponens n accipitur infinite magnus 
angnlus tp iufinite parvus ideoque etiam eius tangens t infinite parva, 


ita fcamou, ut sit. ntp — 0 
fractionem continuum 1 ): 


ldooquo otmm «r = c/; turn jgitur 




00 

3 - °±- 
6 . 00 


0 7 - otc. 


qua formula ox dato augulo 0 oius taugeiis determinuri p> 
expvessio tuuquam recipvoca pvaecedcntia spoctari potest. 


CONCLUSIO II 

QUA EXPONENS « EVANESCENT ASSUM1TUH 
13. Hoc ergo cusn fractio ccmlinua orit 


6 "' _ y« _ 

° „ 10S2 

1 9 — otc. 

Pro parte sinistra autom notandum ost esse 

idooqno 

(l -p df = l 4“ w / (i + ; 

simili niodo erit 

(l-0)"-l + «/(l — »), 
unde membrum sinistrum ovadefc 

[a - MK 1 + *)_+_”*( 1 ~*)1 !*_• 

“«?(i + 

~ z 

l) Hauc frnotionem continnnm iain priclotn a colcbenimo J. H. Lama 
<\ c l'Acndoraio do tlorlin, anneo 17(51 (1768) p. 268) Euleros ipso su; 
tationo 594 (incUois Encst-roomiani), TsEonjunDi Eui.r.m Opera omnia, vol. Iia, 


ergo habobiinus is tarn fonnam: 


'Jz 


l 


\ 4- 

I — 


« l 


zz 


a - 


■\ze 


\ V>zg 
f) — l)tc. 


que ipso logarithms sequonti moilo cxprimotur: 


/i- + * 

L — z 


He 


zz 

- 


dee 

f> ~ etc. 


CONCMJSIO III 

QUA SUMlTlJli EXUONENS n INFINITE MAGNUS 

14. ITic ergo, ut fractio coutimia linitum sortiatur valorem, [quod fieri 
ib,J nisi qimntitas z infinite parva statuatur, ponatur ?iz = v, ut sit z =* 
e nostra fractio eoutimui erit 

3 + ^ 

vv 

' + iT-h etc. 

moinbro autein sinistro constat esse 


lique modo 



V 

11 


n 

1 =» e v 



= c 


raembrmn sinistrnm habobit hanc formam: 

c~ B ) ___ 

c * * — i '» 




quam ob rom habebiinus hanc memorabilem fractiouem cont 


»(«*•+ l) t 

c 8 ’- r “ 


vv 

3 + ™- 

vv 

0 -j - 

7 -f -■ V 

9 -f otc. 


cuius valor transcendeus otiam hoc inodo per series solitas 


, . vv V* . V° 

+ _L\* I j7*v* • 11 r±:—;o +^ lG - 

. vt) V* . ‘ D« ' 

+ FTTs + ”2 6 + i.2; 7 + ote - 







DE UNCUS POTESTATUM BINOMII 
EARUMQUE INTERPOLATIONE 1 ) 


Conventui oxhibuit tlio 3. Dooombiis 17R.I. 


Conimyntatio 768 indicia ISnesthokmianj 

imoiros do l'uciuloiuio dos sciences do St.-Pdtorsbourg 1> (1810/20), 1824, p. 57—76 


Evolutionom potcstntis (1 4' #) n soqucnti modo per idonooB cbaractcros 
untemuB: 


(1 + . 1 :)" =- I -I- (y) u> + (A) *« -h (* ) *» + Otc., 


isti chamctoroa uucinulis inclusi 


O’ (D’ (s) ^ 

roferant. Evit ergo 

0-«’ 0 = 00 

gonere erit 

/«\ _ n n — 1 n — 2 » — 3 » — ? -f l 

Vq/ ” l 1 "2 * — 3 T"’. ~'fj "■» 

Confov hac cum dissortatiouo Common tationos 10 ot 421 inclicis Eneothobmiani : Leon- 
>i.em Opera omnia , vol. In, p. 1 ot vol. I 17 , p. 8lG. C. 13. 

\ni)i Euluki Opera oumia lio* CommenUitiones analylicue SI 



negativi accipiuntur. Cetennn pro casu (/ = o ^ 111,11 
^ l )'= 1, siquidem hinc primus terminus potestatis evolutae 

2. Cum ipsa evolutio potesbatia (1 + X T alins potentates 
volvafc, nisi qnarum exponentes flint nmneri integri positivi, 
interpolatinnem adinittit. Interim iumen si bane fornmm (“) 
fcionem mimeronun n at q spectemns, ita ut, si q consult' 
cuiusdara curvae, eius npplicata sit milium est diihium, 
(juandiim legem conbiuuitatis sit lialiituvn, quain ergo hie iuv 
lYmcipiti a atom iuterpolatiouis ex sevio hypergeomotvica W 

1, 2, fi, 24, 120, 720 etc., 

vepetere conveniet. quaudoquidcin evolutio nostrorum eluiriu 
finitate cum Imc aerie est pruedita. 


A Quouiain qnilibet terminus serioi hyporgoometricun 

volvitur: 1 • 2 • .-i • 4. m, eius loco brevitatis gratia scrihi 

dem ista forma tanquam certa fnnetio ipsius m speetari ] 
interpolafcionem ium pridem 1 ) tlocui atque doimmstravi osso 

<P • { = \ Vn e t <p • - l = y n 

deuotante n peripheriam circuli radio 1 doscripti. At si al 
luti ", i etc. sumautur, vnlores contiimo altioves quantita 
requinmt; quamobrein, si nostros cluiracteres ad hninsnu; 
rovoenverimus, intorpolatio nulla ampliua laborat diflieullah 

l) Confw Uommontationom 19 incUcis IOnkstuohmiani, § If? ot § 21; 
tionom <121. § !(i ot § 28: Leoxuaiuu 'Eui.eui Opera omnia, vol. .Iu, p. m 
et 332. 0.13. 


PROBLEMA 


•1 Valorem chuvadcrir ad lermlms proyrcsshmis hypo yeo m eh ica a re at 


SOLUTIO 


Cum sit 


n (n — 1) (» — 2) • • • (n — q -f- 1) 
l' • 2 • :i • ■ q . 


^ = «(«-J)( 


at vero ex progressionc byporgoomotrica sit 

(/> \n = n (n — 1) (« — 2) • • • 1, 


ea ita reforri potost: 

(p : n =■■ n(n — 1)(j? — 2) * • • (« — q -f- 1) x (yi — q)(n -- q — 1) • * • 1, 
unde patet numoratoroui nostrao fractions cssc 


<p : n 

(p : (n — q) ’ 

quaiuobrem, cum denominator sponte nit, cp : q, valor uoslri chameteris j 

rp : n 

<P ■ <1 X <P : '(» - </) 

COKOLLAHIUM 

5. Qnodsi ergo loco n scribamus a -[- h et a loco q, liabobimus i 
aequatiouem: 

(p : (a + l>) 

\ a ) y : a x <p • h ’ 

in qua formula Utterao a et h porniutat.ioncm admittunt; undo conclu 
semper fore 


a 4- b 


a p b 



undo dntiuci possunt aequentia theorenmta notaiu umxiino dign 


THEOREMA 1 


G. Quicuntjue numcri pro u, b et n uccipianiur , semper have 
habebil: 


:)(Y'M;‘)( 5 ;‘ 


DEMONSTIIATIO 

Loco n acribatur u-\-b-j-c, efc emu sil; per superiorem rod 


atque 

productum fiet 


/a + b + _ <p : (a + b -J- c ) 

V a f q>iax(p:(b -|- c) 

( l> + c ) == J' ■ (b H- c) 

' b f <p : b X (p : c 5 


« +_&+_0\ fb + c\ = <p ; ( a + b -f- c) 

' ' b ' <P- a X(p:bxq>:c' 




umh patot Iittcrns «, i, e pro Iubitu inter se ponmitnri 
« -J- b + c reatituto « erit 


utraque euirn pars aeqnaiis esfc huic formae: 


_ fjn 

<p-ax<p'.bx (p:c 



THEOREMS 2 


7 . Istad production ex (ends churaeteribas 

r cundcm valorem retinol, uteunque liUcrnc a , h, c inter se permutentitr. 


DEMONSTRATE) 

Por mluclioneut onim ad eeriem liyporgeomotriciun habobitmis 

JP12 1 __ ( n a \ _ $>:(» — «) 

\(i) (p : « x tp : (n — a) ’ \ b J rp : b x ip : (» — a — /;) ’ 

a ~ t>\ __ rp : (« — a — />) 

V c / (p : c. x 9 : (h — a — b — c) ’ 

procluctum pvopoaitum redncctur ad bane fovmam: 

(p: n 

rp : aX cp : b >< cp : ex (p : (« — n — b — C) ’ 

expvcssio manifesto emidom votinot valorem, ntcunquo litterao a, b, c 
so pormutoutur, quod cum pluribus inodis fieri possit, otiam pluva buius- 
producta in tor so aequalia exhibovi potenint 

COROLL AltlUA'J 

i Hoc modo ulteriua progredi licet atquo demonstrari potent istud pro- 
m 

bno eundujn valorem retinere, utcunque litterao a , b , c, d permufcentur. 
enim valor semper erifc 

<p : n 

(p : a X rp : b X rp : C X rp s d X <p : (w — a — b — C — d) 


THEOREMA 3 


9. Hoc prodmhm: (||) (-) semper neijnafr esf hide churaderi: 


DEMONSTRATE) 

Cum onim ait por roductionom ad munoros hypcrgoometricoa 

( a \ tp ■ « 

\b/ (p : b x (p : (« — b) 

efc 

= _ fj± __ 

\aJ ip : u X tp : (b - «) ’ 

manifesto cat 

('".U-'-W - 1 . 

\ b ) \ a ) (p : (u — b) x (p : {b — a) 

Turn vero aimili niodo or 1 1 


0 \_ (p : O _ ) 

a — h) go: (rv -••• b) X <p : (b — rt) : (u — 6) X </>: (/> — a) 


ob (p : Q — \, unde sequituv 



hincqno patet hoc productmn aeuiper uihilo acquari, qnoties a — b 
morns integer. 


SCHOUON 

10. His pracuussis sit forma genemlis omnimn hums goner 
tionnm, qmis hie evolvero constitui, ubi P ot Q donofccnt unmoros q 
que, sive intogros sivo fractos sivo negativos aivo positivos, ita nt 
formula infinities-infinita multitude casimin contineatur, atquo iam not 
quotics denominator Q fnerit numorus integer positives, ovolutionom 
aoinpor institui posse; undo has formas: pro cognitis habobimus 

que ope rcliquos casus ad maiorem simplicitatom reducoro conabiiu 
quftnti autoin theoremato numorus omnium casuum ad semissem redij 


THEORIiMA 4 


11. Omucs casus hums fanme 
3 maior quam P. 



faciUimc. mlucunfur ml casus, qitihus i 


1M4MONSTI1ATIO 

Ponatur onim Q * l J ~ s, et cum nit in geuoro 

:rit 

(hl'-s) = iiP + s) 

icque omnos casus, quibua Q snporatuv ub * J\ prorsus congunint cum i 
[uibus suporat 1 P. 

COROLLARIUM 

12. Si ergo coneipiatur curva, cuius abscissae x respondeat applica 
' = turn applicata abscissae x =- 1 a simul erit diameter curvuo, quant! 

uidem biuis ahacissis x=> * u-{-t el x = * a — l aequalt-is respondent app 
atao; undo sufficiot alteram tautmn modiotatem curvao detenmnasse. 

SGHOLION 

til. Cum igitur hoc modo omues casus iu formula content! ad f 
cussom rodigautur, in sequontibus ostondam, quomodo intra multo arctiov 
’mites compingi queunt. Si scilicet littorao tn et n donotent nmnoros intogr 
tositivos, haoc formula genoralis: (^-4-J) semper roduci potest ad hanc fc 

uam: ubi valor Victoria M absolute aaaigimri potest. Hoc igit 

aodo forma nostra geuevalia semper raligi potent ad talom: in q 

inmori p et q infcra limites 0 et 1 subsistant. Quin otiam redigi possenfc int 
mites 0 et — l. Huic igitur reduction! inserviont sequontia problemata, qn 
um solutionos his Iemmatibus iiinituiitur. 


14. Cum sit 


LEMMA 1 


crit 



_ <p ■ {P±J!!)_ 
cp : mX <p :p’ 


(p : (j> -f }») = <p : m x (p : p x ^ ^ w ), 


uiius character /,s valor oh m nu/ner/m intetjrmi positivam semper aht 
potcrit. Modem iy/tur modo crit 


ip : (q -f w ) *= ( p\nx<p\qx * n ) • 


15. Cam sit 

eoacluditur fore 


Modem modo erit 


LEMMA 2 


= *P l P 
V m ) fp : m X (p : (p - tn) ’ 


(p : (p — m) •■= ^ l> 
1 q>: m 



(p : (q - n) = 


• q 

fp : n 





16. thne [onnulim: „6i », 

rc(/«co-e ad hanc simpliemem: (£). 


SOLUTIO 

Per reductions nostrnm genernlem ad numeros liyporgeomt 


si him hie ox laminate pviiuo loco ip : (p -f m) eh ip : (p 
ituamus, prodibit 


igitur sit 
■)imns 


P + m 
■ 1 


9;P . ^ 

(p : rj X <!■: ( p --- (j) / /> — <] *F 

\ » 


rp:;) /J>\ 

<p--qx<p:{p~y) '{(/)’ 



<1 -Y m) valores 


PROBLlflMA 2 

17. Ham formulam: m sit numenvt integer potilivna, reducere ad 

m Himpimorem • 


SOLUTIO 

Kcductio nostra statim praebet liauc aequationem: 

(P - = . <p ■ 0 > - rn) 

V (J J <p : (J X rp : (p — <J — »t) 

am loco (p:(p — m) ot (p\(p — q — m) valores ex lommate seennelo snb- 
ntnr, ac reperiotnv sequons expressio; 


cum sit 


(p-a] 

p- »A ^_ 9 -P L >». I 

<1 / <p : Q X fp : (p - q) ^ 

_y-p _/PN 

<p:qX(p:{p-q) V (7 / 


habobimus formam: 



NiiAKbi Eur.biu Opera omnia Jio* Coininentationes aiuilylicno 


S 3 


SOLUTIO 


Rednctio nostra hie pmebeb 

( \ ___ 

'ff 4 «' ( p : (,j 4- u) Xfpiip — q- n) 

lam ox lemmafco primo loco (p : (q -1- h), ex secunclo voro loco 
valores substituantur prodibitquo 

fc'A 

f. iM _._ x x (- 

V# -f- n) (p q x fp ■■ {p -- 7) j'? + n j \ 


PROBLEMA 4 


19. .Wane /bnawta: 
formam shnpliciorcm ^ ^ 


( f( - „) > k hi n denotet numeriun integn 
reduce re. 


SOLUTIO 

Per rcductionem ad numeros hypergeoinotricos orit 

/.P \ M _. 

\q — «/ (p-{q~ n)X(p: {)> ~()+ n) 

Quodsi iara loco </>:(<?—n) ex lommate secundo, at loco <p 
lemmata primo valores substituantur, resultabit expvessio 

/_ _v. \ „___ ( p_ip _ x . (i) __ = _ _(i) _ 

V/— 1W (p : <2 >< cp : (p 2) + 

r » "7 l""'* ; 


20. Si fucrit 


PROBLEMA 5 


\q) 


7 + 


ius valorem ad hanc for mum rcduccrc: M ^ j, 
>idc quod m d n sinl mtmcri hilajri positivi. 


ubi 71/ absolute assignarc Uce> 


SOLUTIO 

Ex problomal.e 1 invonirrms 


/ /) + m 
' 'l 


) 



luodsi iam hie loco q ubiquo sovibumus q -f n, orit 


/ p -I- w 
\ q -i- » 



ic loco (-Jpqy) valorem ox problomate 3 substitnaiuus, quo facto fieb 


bi igibur erit 



bus valorem ob ni et ?? numeros integros positivos sempor absolute ns: 
uare licebit. 


82 


21. Si fucrit 


PROBLEMA 6 


(P±!» 

V Q) \q — n. 


eius valorem rednccre ad formam 


SOLUTIO 

Ex problemate pvmio cum sit 

a> + jm\ \ _m (p\ 
V <j / b~‘H-nt\ \ q/’ 


hie ubique loco q scribatur q — n, lit prodeat 


(!>+ >«\ 

(l± « . ' ^ / V \ 

\q — nJ ^“7.+ !*+ \f/ — «/’ 


atqno hie loco valor ex problemate 4 snbstitiiatur, quo fa 

nostra banc iinpetvabiinns expressionem: 


(E± .w\ 

\ q n / 



22. Si fuerit 


PROBLEMA 7 

= (P- 
\QJ + 


eius valorem reducere ad formam M (^-) ■ 



SOLUTIO 


In pmbiomato 2 invenimns 



>i Hi loco q scribannis q -1- n o)•ietlu , forma proposita 


( 1 > — <!— n\ 

* ) ( v y 

V q -f- H * yi.j ' (/ -h H/ 


inc hi ox probleinute 3 loco ( ^ H ) valor snbsfcitnaUir, orichir expiessio 


c)xfr) v 


PROBLEMA 8 

23. Si fvcrit 



i.s valorem ad formum siwplicem 


reducers. 


SOLUTIO 

Suniatiir iterum ex probloinate soenndo exprossio 



nude, aubstituendo loco clmrncleris eitis valorem pr< 

turn, prodibit 




COROLLARIUM 

‘24. Qnoties jgitur denominator Q fuorit ninnerus into, 
sive negativus, turn loco q semper statui potcrib 0, eb qi 

tali.s formnlao per nostras roductiones semper absolute 
quia in omnibus characteribus denominatovos sunt vol mi vc" 
integri. Tantum igitur superest, nt eos casus investigom 
quaepiam fraetio sive posibiva sivc negativa, quae [formula ( 
ad nhi q crib li actio simplidssiuia oinsdein generis < 
minor; qmuuobrem totuin negotitnu eo rod it, ut valor hi 

indagetur, qnando q est fvactio. Pro his igitur casibus vale 
per formnlam quaucUm integralem exprimemus. 


PKOBLEMA 

25. Valorem formulae per formulam integralem expri 

80LUTI0 


Hnnc in fiuom coneideremns lianc formulam; 



3 valor ab a = 0 ad x = 1 oxtensus designotur per A; qni cum sit certa 
[ Ao ipsius q, puta f:q, loco q hie scrilmmus q+t et A' = f‘:(q + 1); 

A — A' = /V"‘^(l - a*)" H 

lo modo ox quovis casn numevi u roporietur valor ipsius A pro casu 
1. Jucipiainus a casu u — 0 ot valorcs ipsius A pro soquontibus nutneris 
i- so h&bcbmit: 

n | A 

0 ! - 3 
! y 

t ' 1 

; -»■ ^ 

y ’- 1 :? - 

\ q (j i)( 7 + 2) 

o _ J__2 -JJ_ 

<)('! + i)(d'!■ 2)(y -|- :t) 

Hiuc iam manifostiim ost foro in genoro 




a = j'x^ i dx(\ -%y-\ 

eonchuliinus fore 

(T) = _!_ t 

'>'// tjj:fi’ l dx{ 1 - xY~'‘ * 

ibi ut valor huius formulae integrals ab x = 0 ad x *=» 1 oxUrnsni 
ad valorem characters (--)• 

COROLLABIUM 

26. Quaecunquc ergo fractiouos loco p et q snbstihiantur, son 
ulgebraica exliiberi potest, a cuius qnadratuni, eaque dofiniln scilie 
x = \, valor formulae pendeat. 

SCHOLION 1 

27. Analysis, qua hie usi snmus, vidotur quidem tantuni loci 
casibus, quibus n est immerns integer positivns, ncquo ergo ad cat- 
p — q est fractio, applicari posse. Verum ipsmu principium cu 
appbeationem ad nmneros fractos satis coufirmaro vidotur; inter 
invabit consensus cuiu verilate in casu aliunde cognito ostondisso, 
retnr ergo haee formula: (-j), ubi p = 1 et q = \, eritquo por rc 
genoralem 

\£/ *p | X ^ | 1 

quae expressio, ob r . 1 = 1 et <p {Vn, ovadit -t. Nunc igitnr 

nmn ista expressio conveniat cuin 


l 



At vero iste denominator posito % = yy abit in 


Constat autem, his mtegralibus ab y — 0 ad y = 1 extonsis, osse 


c _jv __ = * et f jy^y__ 

Jy'l-yy 2 J y \ 


ta ut differentia sit | , ideoqne valor hie inventus * figregio convenifc cu 
n-aecedonte. 


S0H0LI0N 2 

28. Quod untem ad formnlam intogralem J$:'~ l dx(l — vf" 1 attinct, i 
analysi pntot eius valorem, ab x = 0 ad x 1 extensmn. (nnfciun fieri in 
)osse, nisi sit q > 0 shnnlque p~q> — i. Quonium vero in nostril po testa 
ist istos mnuovos p ot q, ad quos fonnulmn generalein rednximus, int 
unites 0 ct 1 rodigevo, formula integmlis invonta semper ad onmos pla 
✓asns tvansferri poterit. Cetcrum iam manifostmn ost casibus, quibus Q c 
nnnerus intogor sivc positivus sivc negativus, evolufcionem actu iustitui posf 
louquo etiam succodot casibus, quibus P — Q est mimorus integer, undo us 
lostrae formulae integrals crib ainpliflsimus casibus, quibus neqne Q neq 
P—Q sunt iutogvi. Casus maxime memorabilia luc occnvrit, quando P <. 
lumorns intogor sivo positivus sivo negativus; turn onim, quaocunquo fraof 
51*0 Q accipiatur, valor hnius oxprossioms per periphoriam circuli asi 
*nari poterit. 


PROBLEMA 


29. Valorem formulae (j), quotics P fuerit mtments integer sivc posit h 
sire ncfja/irns, ad qmdraturmn circuli reduccre. 


SOLUTIO 

Quando P eat mimorus intogor sivo positivus sive negativus, ista forr 
uimper rednei potorit ad hanc: ita nfc p *--■ 0; sicquc per fovmulam ini 

jralem orit 

(")„ _L_• 

- x)~'i ’ 

TiiioNiiAnni Kui.kri Opovn omnia lie* Couimenlnlioncs annlytiono 


S3 



quamobreui banc formulam iulegraleui accuratius ovolvaam 
banc formam: 


positu 

. •? 

I - x 1 i- z 

;1 z = t) usque ad *=°° extendi debet. Ob 

r,7 6Z 

,/■ “ sU e) 

vero formula transnmtatur in banc: 

/V'' 1 iz 

J V-z 

At. vero oliin 1 ) ostendi liuius formulae integrals*) 

i'z*~ x dz 
J J + z n 

valorem a z =« 0 ad z = oo extension esse 


. m % 

)\ sin. 

n 

Kostro igitur casu erit m = q et n =» \, undo nostrum ir 
quo substitute habebimus 


/ON_ 1 _sin.f/^ 

\q/ ~ f/Jt 

sin. rjTt 


1) Vide o. g. Coromentutionem 2,04 indicis Knbstiiohmiani, § -10, 7 
vol. It7, i). 200. C. B. 

2) JStlitio priiiceps: f correxit C. II. 




v -I • -*C~.~ '. -.-f?. ~7 

ula ilia ob sin. #7r = 0 semper in nibilum abit solo casn excepto q**>0. 
unto antom q t]nnsi infinite parvo ob %\r\.qn •=* qn crib ntique 



lomtubnodum roi natura post-nlui. 


COIIOLLA.IUUM 

,‘U. Cum per roduekionetn nostrum gcneralem sit 

/ » \ _ 9;° 

v q / fp:t] x <p 

1) ( y, ; 0 r-— 1 orit 

<p:qxq>:-q = 

,a nt, qnionnqmj valores ipsi q tvibiumfur. tam valores (p'q quam <p, — q 
d quantitate tniusccndcutcs superionmi generum reterantur; interim tamen 
orum ]irotluctnm por quaclvalunun circuli oxprimetur. 


SCHOLION 

32. Cum sit 

C^ = .. _ 1 -, 

\q/ q ftf- l dx{l ~ x) v 7 

iiciuidom hoc h.tograle nb a. = 0 ad s - 1 extcndatur, si istos valores in thoo- 
■oiijatibna supra allatis circa rolationem formularum (i) snbstituamus, seqaon- 
,ia nnncisconmr tlieoromata pro relatione fonnulamm integrahnra, quae 
miximo vidontur memorabilia. 


33 * 


THEOREMA 


33. Si sequentia in teg r alia ah x = 0 ad x =*» t extendanlur, set 
(wqualitas subsisted: 

j\c a - l do){.\—%) n -' 1 x f$ h -'dx(\ — %Y~ a ' b 
=jV- 1 Ox (1 — x) n - 6 x fx a ~ l Ox (l — ®)"" 6 - a . 

COROLLAU1UM 

34. Si in tnlibus formnlis exponons ipaius x evanoscat, nt luibo 

f8x( 1 - x)'\ 

eius valor absolute assigmu-i potost oritque At si cxponc 

1 — a ovanescnfc, ut habcamns 

fa? dx , 

(bus valor manifesto Grit !- ; sin antem formula iutegralis fnorit 

j x q ~ l dx(l -- x)"\ 

eiua valor, nt vidimus, Grit —, mule pluves rolationes notatu di 
imtnr. Cctornm hie uotasso iuvabit, exponentes ipaius x ot, 1 — x 
pennutari posse, it-a nt semper sit 

/ x v 0x() — %y = f*tfOxfi — xf. 

THEOREMA 

35. Si omnia integralia ah % = 0 ad x =» t exiendanfur , products 
tribus formulis integralibus: 

fs?~'dx( 1 - xf-° xfx"-' 0x(l - x)"- a - b X fx’~'c).v( 1 
semper eundem valorem rctinebit, quomdocunque litterae a, b, c inter se pe i 


THEOREMA 

30. Ri omnia inlegralia „b x = 0 «d s = 1 exlcndanlm, production ex. 
quuluor forniulis intcgralibns semper cumlem valorem retinebit, quomodocunquc Wtei 
a, c, d infer se pcrmidantur, scilicet- 


f% a l 3x(l — xfx b - l 2 dx(l — 

x far- l dx( 1 ~-%y-' l - h - c xfx'‘-'dz(l 


COltOLLARIUM 

3(ia. 1 ) 11 io evidens est mimerum talium fomiuliirum integralium contim 
ullorius augeri posse, undo nnmerus vimniionum, quae in singulis product 
ocum haboro possnnt, in infinitum oxcroscet; nbi quidem observo, casu 
yimpliei&simmn thcorematis jirimi proraus convenire cum iis, quae oliin s ) < 
relatione inter divorsas formulas integralos pvoposuonnn. 


SCHOLION 

37. Omnia ilia mtogniliu in hac forma genorali contiuenfcur: 

fafdx( 1 — x)\ 

mini constat plurimis modis in alias formas transmutavi posse, dum scilioa 
»inos exponentos p ot q quovis nmnoro integro sive angora sive minueve lice 
.tquo iutor has divorsas formas sine dubio shnplicissima est ea, in qua is 
ixponentos intra limites 0 efc — 1 deprimuntur, qnam transfonnationem p< 
equontos reductioues commodissimo institui posse facile patet: 

1) In oclitiono principo munonis 30 por oirorem bis occurrit. C. B. 

2) Yido o. g. Coinmontiitionciin 26*1 imlicis Knestroumiani, § 40 5 Lkomiarui Kvleri Opt) 
mma, vol. I 17 , p. 267. C. B. 



J ^ 

p l J 

\ > • 

fj^xtt -:r)' 

= q f," 

Ml - a')*" 

p *}■ q 1 J 


j j 4 ' dx(l — x) q 

2 /> 
</ + 1 ./ 

dx() 


Saepenumero etiam haec reductio, qua binae praccodontium sin 
insignem usum praestat: 

p j x? — a*/' ~=qfx v dx( I • - %y "'. 


PROBLEMA 


38. Describes lineam curvam, cuius abscissae, x responded! a}, 
nhi m denote! numcrum integrum posiiivum. 


SOLUTIO 

Hie primo invostigentnr applicative, quando abscissae a- 
tribnuntur, easque iminediato ox forma, y = facile dolinin 


m \ i. (>h\ . / m \ m{m — L i , 

o7 = 1 ’ \T) = m; \j)= j., 


donee perveniatur ad ubi itcrum est (■£) « I. Praok 

omnes applicatae, quae respondent valorilms nogafivis ipsiu 
inaioribus quam )», evanescimt. At vero iain ohsorvuviim 
semper praeditam esse diametro, quern praebet applicata al 

respondons, unde sufficiet casus tantum evolveve, quibus x > 
At si abscissae x valores fractos tribuamus, necesse est 
!nni (--j art banc redneere: quippe cuius valorom ostcuul 


uod facillimo praestntur opo reductionis supra allaUio, qua ostendimus 


{!> 4' »»\ 

(P 4- ?»\ ^ I , m ' 

\ q + >« j ^ \q I 

igitur lial, p -= 0 et <j « at quo colligitur 


V'r/ win. 7tx /») — ,r\ 
>» —?rx \ •>/< / 

Ml ./ 



nnnulam cvolveiKlam imicum intervnllnm abscissae = 1 porem-risse snf- 
, quern in iinem statnamus a: — n -f- q, ita ut q sit fractio imitate minor, 
3nte n nmnuro intogro quo vis, oritque sin. nx — + -am.Ttq, ubi sigmun 
lobit, si n sit numcnis par, — vero si iinpar. Hoc observnto habebimus 


y ** 


sin. qn / ut — n — q 
7t( q + ?0 \ »i 


ia formula iam omnes vnlores mtermodii facile assignari potorunf sicque 
curva Grit descripta. 


COROLLA UIUM 

19. Hie ovidous ost istius curvae maximum applicataui semper rospon- 
abscissao x « I m, quae simul orit curvae diameter, cuius detorminatio 

it 

asibus, quibus m est numerus par, nulla laborat difficult-ato; at si m sit 
ms impar, ista maxima applicata a quadratura cii-cnli pendebil, quam in 
to pvoblemate investigeinus. 


PROBLEMA 

0. Tnvestitjare maxhnam applieatain curvae modo ante descriptor qua abscis - 
respondeat applicata V *”('£■)' 



hie duos fiiisns ovotvi opm-imm, promi 
Sit igitnr prime mil. 


cuius valorem ium dudmn'j ruiisliil. I’cduri ml Imur expo- 


i* • i; • in • i j 

l • y • :i -l 


•i i 


Mine oniin patcl-, pro nimi / 1 Ion- M Si / 

i = ;i, crit jl/-- k 20 o.t ila pnrro. 

Al si m funrit immnni.s inipar, pnimhir m •:!/ 1 I 


■ v 7 >. 


qni valor, si ml nuinoros liypnrgunnmi.riro;; xMlm-uliir, lim 


uhi est 


At cum sit 


hinequo povvo 


,1/ i I> 

(<l : (» I 


lj- 1 • :i• ;i • I •.. ; l 


f / ,; ! !i-» 




idooque in gonorc 


•j / 'j • j • 


d'-'-D-l:!:!::::: 1 "., 1 " ■ 


I) VuEo (lomtmKUnUoiiniit hi t'ornmniliilio,,,, , r , 7 f. iinlici,, |v, 
Opera omm, vol. he, p. (■ U 


<p : (2 i + 1) _ 2 ■ .1 « C» • 8.2 / X • 2 • ‘2 • 2.2 

<1 ■ (' i I ~~ | Vr 


: (2 H- 1) 


X'i - S. 12- lf*>.1/, 


l/;r 

xprossio dcnuo per </>:(?'~h .!) divisa snlmiinistiut istani: 

fp : (2 / -|- I) _ -I 8 • 1(! ■ 2d • 32. Hi 

((/): (i -I- p)- % ^ 3) • 5 • 7 • !).(2i -f l) 


) casu m «= 1 orit i = 0 ot 


71/ 


su m 3 crib i 1 cb 

u m = 5 orii, i = 2 ot 


,, R •« 3^ 

M “ 8 * *• “ 3,> 


v/ - B ' 1C> 1 _ 612 

1 “ is • ' k ~ jftTr 


porro. 


PROBLEM A 

.. Dcscriberc curmni, cuius abscissis .v rcspondcani applicutae ( "‘J, dcno- 
i namcrum qucwcumjuc intctjrum positivum. 


SOLUTIO 


x ipsa hac (orrmilft ij = ( sine difficultate oliciimtnv npplicatao pro 
s abscissis per numeros integros oxprossis; crib enim 


— m 


\ o 


- 1 , 




porro, quae ergo appKcatao signis aHernantibus in infinitum progrodi- 
Pro applical-is praecedontibus nototnr esse 




— 7n etc. 
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akim Uuuiki Oiiorn, omnia Iio* Communliitionos analylicao 






Quodsi iam bic facinnuis p = 0 ofc 7 a:, erit 



Quia igitui* formula semper ovancscit, numerate 
mnneros integros pro x, nunqiiam evanosccro potest,, ( 
tain y semper esse infinitum, qui est casus prorsus ; 
habenfcis applicatas finitas, inter qnas inionnediao 01 
gnae; cuiusmodi casns milii quidern adliuc nondnm n 
tione Geomoirarum baud indigninn esso arbitror. 


SEMES MAXIMli IDONEAE PRO CIRCULI 
QIJADRATURA PROXIME INYENIENDA 1 ) 


Ominuciiliiiio MOD imlicis IOnrstuormiani 
O pi'Vii |>osiiini[i I. 18l>2, |>. 288--2R8 

1. AnU'quam Annlysoos infmihorum principia essent perspecta, nuUa alia 
ia ratimunn periphoriao ad diamotrum exploramli patobat praetor considc- 
itionom pulygonormn circnlo rum inscriptorum turn chr.nmscriptorum. Ex 
no fonl.o primmn AitcmMKUK.s notissimam propurtionom 22 ad 7, turn voro 
Iktiks voritati propiormn d.V> ad lid elicuit; douoc tandem Irjdou’ijs a Ceurkn 
anr, proportionem a<l do liguras in partibus docinmlibus prodnxit, quom stn- 
omlnm eh molostissinium luborem corto vix ulterins prosequi licuissct. Deindo 
ero, cum, Analysis inljnihonim ope, sorios idoncae rationcm diametr; ad 
oripliorimn oxpriinonlos ossont oxhibitao, niulto miuoro laboro ratio Ludor- 
iana mnlto longius, primo scilicet u Scharpio ad 72, turn vero a AUerirNo 
1 100 nc doniqno a TiAriNro ad 128 lignras decimales cst contiuuata; ex qua 
i.tione si circmnlbronhia cironli, cuius diameter distantiam stollanmi fixarum 
laximo romotarum supcrarot, computarotur, no millosima quidem pollicis 
arto a verituto aborrarotnr. 

% Assidui autem hi calculatoros, quorum industria snmmam merotnr 
indom oh admirationcm, oinnos osi sunt sorie, qua arcus clrculi ex tangente 
otinitur, ita ut poaiLa tangonto = f, radio oxistento = 1, arcus respondens sit 

= t — — t 8 + 7 T i 3 — y t 1 -+■ y t‘ • otc., 

l) In Opcntni poslumonnn nrgumonto loco vorhi ,,invonionda 11 logilur „invesUgftiulft“. 
oilfov line onm <1inncrtationo ComivtontnUonca indicia Knustiiokmiani 7*1, 12n, 275, . r i6l voluiui- 

inn pmocodcnlunn, imprimis nutoni Commonlalionom 706 hnius volmninis. C. I). 
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liitl.WilJ U' V/ 1 


«UUW 1UUA1U.IV W4m*^vu., I- ■* ’ <-> 

diminuGfC liceret. Vcrum cum hinc ratio diametri ad pcripl 
noqueut, nisi arcus illc ad tofcarn peripheriaui assiguabileiu ct 
rationcm, vix niitiorem arcum in liunc finem nocipere iicot, c 
tangens csfc undo denotimte n periplioriiun circuli, ctiiu 

= 1, fit 


sea 


* i (* f , 1 + J 1 + e 

7T ““ j /3 V “8 - 3 + ^3 8 7-3 3 + »-3* 11-3 f '^ 

71 = V'is (l — ,j- f g + gTg* “ 7 T a 3 + S)T3-» ~~ 11 .'36 c 


Ifitsi enim angulus 18°, cuius tangens esfc /(l • - 2 j/ J), seriei 
reddat convergeutem, duplex tamen irrationalitas calculum taut 
redditj ut mdltini inde compendium sporari possit, qnao male? 
Inis angulis mnlto magis increscit. 


3. Kxcrcitatissimus etiam calculator Laoxics, qui lmnc 
gissime cst prosccutus, angnlum 30° aliifl niinoribns in hoc 
ferondum censnit; vcrum aiiteqnam ipsins sorici tcruiinos ovo 
numero 12 nidicom qmulratam ultra 128 (ignras dccimalos oxj 
crat coactus; qnem labovorn eerie 12 horarum spatio oxpedii 
qniu potius credidcrim ouctorom oi aliquot adoo dies insudussc, 
sumina, qua opus ost, atfcentio cum rolaxulionoiu turn rovision 
operatiounm ropetilionem postulnt. Hoc autem laboro cxmitln 
260 terminus ad minimum evolvove debebat; priino igibnr mi 
128 figuras expressuin contimio 2G0 vicibus per tornnrimn d 
ad quod negofcinm, si cuiusque figurac inventioni ot scriptioni 
secundum tribuamns, qninquo liovae vix sufficicbant. Dcindn 
gulos respective per numoros inquires 3, 5, 1, 9, 11, 13 etc. divi 
quae opera ob divisores cemtinno niaioros ad minimum tempi 
idcoquc 10 liomrnm poslulabal. Doniquc additio cum tonni 
bivorutn turn negativorum utvaqne scorsim breviori quam qu 
spatio expodivi baud poterat, sic-quc totns labor intrn 37 bora 
diligentia ucutiquam potuevat absolvi. Nullum autem cat dubit 
tempus dnplo imo triplo maius hnpendevit. 


Ang. tang l «=» Ang. tang 


l -!- Ang. tang 


per dims series 


n = -|- 2 (l - 


' + 1 
-.1 r r. • 


i 

7-.I 3 


T 


! 

;i•:» 


-h 


1 

• ‘I s 


l 

7 •!)° 



um udoo prior inagis convorgit qnam praocodons ox tnngonto angnli 30° 
a; noque hit; ullft oxtractiono mclicis opus ost, qnao sola in calculo prao- 
lti laborom 12 horarum poslulavorat. Doimle prioros utrinsquo sorioi 
ini saltoin lniillo minoro labore ovolvuutnr, cum vol pauois constant 
is vol poriodiun in iis ngnoscant, undo calculus adniodnni fit oxpoditus. 
autom hie, dims series in imam snininam coiligi opovtet, turn on quia 
s oonvorgnnt, niulto pancioribns opus cst terminis; ita, si fractionom 
naloni pro u ad 128 Ilgams instain dosidereinus, prioris sorioi torminos 
postorioris voro 132 capi convoniot, qni totus labor praecodontc vationo 
nuilus vix 24 boras reqnirovo vidotur. 


5. Doindo ex codoin principio, cum sit in gencro 


b — a 


Ang. l-iing a = Ang. tang + Ang. tang ^ -- f 


no 


Ang. tang y = Ang. tang ~ Ang. tang ~ 


y ■= 2 Ang. tang ■ + Ang. tang y, 


I) Vi.lo ConniH‘iitaliu)iom supra lamlnlam 71 imlicis Enksthoismiam: De variis modis circuit 
nlunnn nunuris proximo expritnendi, § 11. T,f.osii<\hdi F,uu:m Opera omnia, vol. in, p. 262. 


C. R 


-f- - [ X — • _f. _* , 1 _ ' 

7 \ 3 ■ -19 1 6 •■!<)* 7 ..1!)° n [). -| [p ' | | • r! 

Fliuc orgo si valor ipsius tt ad 128 fignras iustna colliyi dnl 
!;i - terininus t postevioris voro tantuin 75 torminos ovolvisso 
autem 207 terminonmi cvolut-io corf.e nmll.o miiummi opora 
calculus a Ucnio subdticlus, exlracliunc radiois, qmm .sui,, 
iiisumebat, exclnsa. Ex quo totus Iiic labor vix 18 lummim < 
nisi divisio per mmicrmn 49 alnjnam .uolestium m-arni.. 


b. Simili modo loco Ang. tangsi mm satis parvus v 
introduce!* poterimus, sevvatoqoe alien, habcbimus 


ideoque 


Aug. tang _ Ang. laug -|- Ang. ti lmf ~ 


et 


=2Ang.tangii. + ;j Ang , blllg ^ 




A ' 2 

•i" 'i 1 

fi • iai* 7". 

1 2 1 11 9 . | 2 1 

1 

l | 

•> - <1 j) 9 7 

•■ 19 " ‘‘ !)./!})» 


it^r?rs°r te r ,os •«-*,« 

liaoc trnnsJbnnatio: ™ 10 e ' e ,nc ™" 1 adll "i’m vidctu 


Aug. tang-..Ang,^ ! + A t 

I ”70’ 

* " 5 A ‘ lg - tiln S 7 -I" 2 Ang. tang 11 , 


71 ) 


quae praebet 


tor eonvergat, tumen indoles fractioni.s ^ laborem non mediocritcr adanget. 
it.a ut praestaro vidoutur soriobns longe minus convergcntibus uti. 

7 . tiimiulo fUitmn culculo numorico est cousnleudmn, non solum ad con- 
vergenUum Huriovum, qiumim termini in sunnnam colligi dcboufc, respici con- 
vcmit, sod potissimmn ml lacilitatera, qua smguli termini per operations 
aritlnnelicns ovolvimtuv; Hu, si seriei progrcssio geoinetrica sit ailmixta, cal¬ 
culus lacillimo expeditor, si hums termini in rationc vel decupla vel ccntnplu 
vcjI luillncuphi. doeroscanf,. (Juamobveui seriei, qua angulus, cuius taugcns 
est — 7 , in: mullo mugis oius, cuius tangcns est = 3 () , tormini non sine in- 
genti Inborn evolvunttir, qui forfu tantus ost, ut quilibet maluerit multo plures 
terminus soviemm pro angulis, quorum tangentes sunt *- et s oxpedive, 11c- 
qnaqnam nnim maior convorgontia laborem, quoin singulornm tenoinovum 
postulut ovolutio, componsaro vidotur Sin autem einsniodi augulis uti liceret, 
quorum tangontes ensoul, ! 0 , ( * fl etc., nnllnm est dubuim, qnin praetor 
nmiorom convorgoiilbun etiam calculus smgulorimt tonniuonuu mirum in 
modmii Hubhivurotur. 


s. linin’ autom liHinn ogrogiu pmestat alia serioi forma, qua nrcum circu- 
larein ox data oius tuugenlo oxprhnerc licet. Dcduxi antom banc seriem ex 
eunsidovatione formulae dilVoronlinlis 


ponondo oius mtcgniln 


dx 

]/(!-- xx) 


f . ,lx -zV(l~xx). 
J 1/(1 -W 


l/(l -**) 

J-Iinc onim Hot dillbroiitiando 

dx = r?*(1 — xx) — xsdx 
seu 

ds 

Statuntur nunc 


da; 


(1 — # 3 ;) — xz — 1 = 0. 


g «=, Ax + Mx’ -I- Cx" + 2>»’ + E + otc - 


Singulis ergo torminis ad niliilum vedigomlis hivouilur 


,1 = 1, B = ■? A, C=yB, n 

o 


e ' c a--' 

7 ' \ 


itn ut sit 


Aug. sin x = xY(l — xu-) • (l + ~h ;1 . - x 4 -|- :v . f) . 7 ’I' 


9. Sit iam — tangens huins anguti, cuius sinus pusitt 


• cl |/(1~*.r)- . 11 

+ hh) f /(m til 


Ua ut irvatioualitas iam ox calculo oxcodat flatqno 


A ng. tang-"- — ” (i + — L*J*_ - + _ 21 ■> *" 1 + 

°n mm -Hint 3 (»i« + n«) 8 •»(»«»* •)-««)* 


q line series non solum magis convergit qiiam vulgaris an 


Ang. tang ?• - ” (l 


m 2 . m* _ w° «i 8 

8 n* 5 ir‘ 7 ii° ^ a n a 


sed otiam singuli termini for© pari facilitate ovolvinilm*, 
mnltiplicatio per tVnctiones , y etc. non difficiliuH 
divisio per numcros 3, 5, 7, 9 etc. Turn voro, in quo mu 
ccruitur, in eo constat, si nmnori »im-f nd dividendu: 
qmim simplices potestates ipsins n, quod coiniuoduni iv 


10. Socumlmn banc igitur novam soriont angulos supra exhibitos evol- 
nns atqno obtinobiinns 


Ang. tung 

1 

2 

2 

;> 

(i+;- 

i 

a 


1 

s 8 

2-4-0 

”^3-5-7 

1 

' S 8 

Ang. tang 

i 

;i 

ho 

o +: ■ 

i 

10 

-'i:v 

i 

io 8 " 

+ 2 -: 1 - 6 . 

1 3-5-7 

1 

10 a 

Ang. tang 

i 

7 “ 

7 

'*50 " 

0 +! ■ 

i 

so 

+ 3“r!' 

i 

'so 2 ' 

+ l " 1 '. 
^ S -5-7 

1 

SO 3 


r.S + 0fcC ‘) 

“b etc. 


a ... j. , '■> 237 /, . 2 0 .2-4 9* ,2-4-0 9 a , . \ 

n t- ' ,m fj 7 ,j ~'i * 02f>o ^ 3 " f> ‘ 0250* + s'- f>' 7 ' 0260* etC '' ’ 


ao. series ml calculum arithmetician manifesto multo magis sunt accommo- 
tuo ijuum pniccedoutos, cum prima cxigat continuum divisiouoni per 5, se- 
itila por 10, tortiu per f>0 ot quart a per G250, quae idee cst porquam cum- 
ula quod = juoiimi’ 1 l ,mnl ttuisam lias series praccodenlibus longissimo 
t.eieiomlas ease nenseo. 


11. Donotel more Nkwtoniano in qnavia soric littera P torniimun qnom- 
o pniocculontcm totum, quo facilius patent, quibnanam opcrationibus hide 
ca oportenl Lei'iniiiiim scqnenteni, atquo prima forma 


n = 4 Ang. tang ^ + 4 Aug. tang | 


ppodit-ah lias sories: 
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1 P-b 
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-1- obc.; 

at ex tortia 

71 = 

: 20 Ang. tang y 8 An 

tv king 75 , 
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* 0=3 10 

2 1 
+ :i * r> o 

iJ +1 ■ 

‘ /• ' V 

50 7 

. - 1 -. p 

50 

-1" 9 ' 

i 

r>u 

+ . 91 * 
“ :ii25 

•2 144 

' "a ’ iooooo 

r+t- 

~ 1J ± P+ 11 
IO0000 7 

U-l /( 

‘ IOOOOO 

+ ■ 

l-H 

IOOOOO 


Id his postromis soriebus prior itu convovgifc, ut. quilibot lormimiH 
quinquagics minor prnccedonte; posterior vero ita, ut quilibol. l.nut 
fere aeptingenties praccedentc minor; ox fpio hoc eommodi mmiMpi 
non sit opns in terminis pvmuun sequontibua cyphms imloc('doiit.ea 
quoniam nullum esl periculmn, ut in locis dochiuililms, ubi ijiiivin 
iucipere dehet, fallamur, liincque calculus non niodiocrilor HtihlevM.l.iu 


12. His poTponsis non dubito pvominciaro rationum povipliorbuo 
metnun sen valorem ipsius n coinmodissimo et promtiHsiino oblinoi 
(limbus scriebus; 


2,8 + P 


2 

100 


+ P 


10 () 


-l- /’ 


2 

100 


-(- 0.3033G + V- 

0 


4. 7>, ]>. R 

100000 “' 5 100000 ^ ' 7 


iooooo 


neqne cnim certe abac oxliibcri possunt series, qmio tantoporo on 
siuiulque siuguli termini tam facile per calcnlom arithmobioimi m 
Hinc orgo spccimuhs loco valorem n tan turn ad 20 notus dociundoH 
efc quo calculus certior roddatur, oum ad 22 notfis oxlomlain, in sii»mi 
terminis finem tanfcnm notaho, nt notu 22 lk sit ulbiimi, quoniiim hii 
spoute patet. Pvioris ergo seriei terminorum ovolutio ita so lmhcsbi 
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__746G6666GGG666GGG6G6 
a 88 (i(iGfiGG(K[ 6 GG 6666 G 66 mult, pev 
•5973333333333333333 div per 7 
853333333333333333 
aiaoowoooooooooooo per _» 

• :1024000()000000'0000 div pev 9 

11377777777777777 

91022222222222222 mult, per _> 

■ • 1320444441444444 div. per 11 
165494949494949 
1054949494949494 mult, per _! 

• • • • 33098989898989 div. per 13 

254(i07()14f)07G 


3 

xoiT 


100 


100 


30552913752913 mult, per .1. 

i 100 

. 611058275058 div. per 15 
40737218337 

570321056721 mult, nor 
1140G42.1134 div. per 17 
(5709(5594}) 


10735455185 mult, per 

. 214709103 div. por 19 ,0 ° 
11300479 

203408624 mult, per .JL 

. . 40(58172 div. per 21 
193722 


3874450 mult, per 

. 77489 div. per 23 
3369 


XII. 

XJU. 


74120 mult, per - s - 

1482 div. per 25 
59 

1423 mult, per T J- 
, "28 
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iii rationo 1 


r j() decresceutein, mulu plures eornnt 


evolvi 


nun 


13. Altera antem scries seqnonti ealeulo computiibitm*: 


0,3033600000000001)000000 
101120000000001KJOOOOOO 
2022400000000000U0000O 


11." 2012206000000000000 

58245120000001H)[)(H1 
232*1801800000000000 

III .3854!) [89 12000000 

470271130285714 
2875044781714285 

IV . 4140928485068 

400103165074 

3080825320594 

V . 53003884G1 

481858406 

48185349G5 

VI . G938G90 

533745 

6404945 

VII . 9223 

615 

8608 

VIII. 19 


illv. })Cr 8 

mull,, per 
div. per 5 

mull.. |ioi' 
div. pur 7 

"‘o' 1 - i«>i- 
div. per 9 

limit, per ,", 
div. per 11 

mult, pm- 
div. per 13 

malt, por J 
div. pur 15 

nmlt, per " 


Huins ergo scriei pro vigiuti duabus nobis tiuitum opus e.sl 
unde 22n not-ae civcitev postnlnbnnt evolutionoin fconmnorn 
128 notis sufftciet evolvisae 47 tovminos. 
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VII. 

i>i Kir t s^T. r ii). r is 

Vlll. 

i l-ioiitJi i;m 

IV 

t'MVomm 

X. 

■iui;Hi7‘j 

XI. 

77IHII 

NIL 

M8U 

Mil. 
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[mil imM.imIii) If'imim u It im ins Miami 

(),;!( i;i:k;ikhh}(hh)()()(H)()()(M)oo 

:i;i. r il!UH!)l'J(HH)l}()l) 

*u 

fi.'ioo.mitii 
liiiiiHiiiio 

in 

ii ( :in:!(;r>iM;ir)()iir.i-rf.s^()r.r> 
i in:i^0H:(jVH-irif;*jri7n 
;;,l ■ii;»:iL , i;ra r J s!(7!i;w;iH-i(i‘jn 


ll 

III. 

l\. 

V 

M. 
\ ll 
Vlll 

{iiini 


i n ii i n«-1 ii • .»! t ill* ini.i n"i;i i‘\<vjiin iiini us fii'pmhemliMir, loinmjim liic* nil- 

in lain<i• hi iihiii < • hi iin Imi.in 11 m i^u 1 1 1 ^ i f; i'.\ ijiio inlHligorn licol., Hi qiiiy 
mum I.t! 111( !ji, ijii.mimu I.\i. m i h imiifiiilcri 1 vrlil, immm valorem iioriplimiao 

I a* lie id :*'*i liiriH.i-. i l*i*ilri,*i li-^ i u 'MP 




SO mol observatis hos termiuos quonsqno nmiuiiu mumm. 
it a prioris perici termini prioros omissis in quoque cyplui 
modo precedent, ubi notas pcriodiciis dcinccps continue 


iuclusi; 


I. 

2,800 etc. 

11. 

37333 etc. 

111. 

597333 etc. 

IV. 

102400 etc. 

V. 

1820444 etc. 

VI. 

330 (98) (98) etc. 

VII. 

Gil(058275)(058275) etc. 

VIII. 

11400 (421134) (421134) etc. 

IX. 

21470(9103700750705574294980059091942044883221 


xSerioi autem posterioris termini prioros in infinitum cunt 

I. 0,3083600 etc. 

U. 291225600 otc. 

III. 335491891200 etc. 

IV, 414092848560(857142) (857142) otc. 

V. 530038846J 6557 (714285) (714285) of, 

VI. 693869034980391 (896103) (896103) e 

VII. 92231207111239784 (343656) (843050) 

Vlil. 123958742357506270157(874125) otc 


10. Colligamus mine octo prioros lormiuos in inflni 
imam summam, ut ea atatim qui calculum ultoniw coni 
(jueat, et pariter revolutiones pcriodicas in ntraque sunm 


RIJMMA 8 PRlOlUJAl TfiliMlNORUM SERlEI I'lUOIUH 


1. 

li. 

111 . 

IV. 

V. 

VI. 

VII. 
Vll I. 


Hnii 


‘2,80 

.'173333333333333 33333333333 
3373333333333 33333333333 
102300000001) 00000000000 
1820444444 44444444444 

_ 33098!)8JJ_89898989898 

2 , 83794 10020210101 OlOlOloToio 

011058 27505827505 
11401) 42113442113 
2,8370410020832505701)20370020 
2,88704100208325G5 (700203) (700203) etc. 


l’IU) POSTICUIOUE SMR-IIO l ) 

L 0,3033(1 

U. 2012250 

III. 3354018*112 

IV. 414002848500857142 etc. 

(),303051 fi015( )5084.() 18500857142857142857142 etc. 

V. 530038840105577142857142857 
0,303051501500514087413022720000001X)0000() 

VI. 003800034080391(80010 3)(89610 3)(89U10 3)(89010 3) 

VII. 022312071112 30784(3 43656)(3 43650)(3 43656)(3 

'HI. 1250587423 57500 2 70157 (8 74125)(8 74125)(8 

01)4702580038027 80001 0 03424 (6 07392) (6 07392) (6 
0,303051501500514 087413022720000J90000 OJJOOOO 0 00000 0 00000 0 
0,3030515015()05147822()5000358027 8G901 0~03424 (6 07392) (6 07392) (6 

I.) )n ndiliono principn tonnini ooluvi notft dcoimft lorl-in, quao ost 5, por errorom oniissa 
(!um Ilia ntior in awiuimtu.H oaloulos irropsissot, pro smnma ooto prionnn torminorum isto valor 
crtiiH oral, 

O.IUlftlHi 15015005 147822050093689278645743484 (517452) etc., 


nni nolao 33 , " n ' oL Boquonlos falaao aunt. 


CJorroxit CJ. 13. 


ut terminus seqnens norms sub now aeinuin vigusuu.t m"— 1 
cipit, unde facile uccuratiores approximatioues indagaro licnt 


17. In evolution*) quidom terminonnn ultorioi-imi ilivinif 
mimerns inquires morum fiicessore potest, itu ut ad lias ope 
mains teinpus sit inipendcmlum, qmnn supra ml minimis Hpe 
uestimavi. Vevnnitanieu liacc difGcultus in serir vulgnri ox an 
inulto est maior, propterea quod ob plnrcs terminus ovolvond 
ribus divisoribus opus est conficienduii], praeterqwum quod. j 
operatio suscipi queut, tam taediosain radieis oxfrmd.ionom a 
(plain ob causuin dubiuin plane nullum superesso potasf, quin 
binis novis seriebus utens longe Facilius et prointius mbinnom 
diametrmn pro quovis praecisionis gradu dofiuiro qnnn.l, qua 
more consueto iustitueret; et quantiunvis tomporis spn.bitim in 
insumere cogatur, certinn est more solito tempus plus qiimn dupl 


IB. Cotermn observasse adlmc iuvabit soriom hie ])ro ar< 
traditam etiam directc ox seric consueta 


s « 

t — 

i'* K tl - 

i 

7 

<*-1- 

i 

o 

lit s sit arcus cuius 

tangens = 

t , olici posso; 

cum 

onim 

sit 

Us = 

orit addendo 


“3 '• + 

( 

r> 

t 1 -- 

i 

7 

(1 + U)s = 

H- 

2 /6 J 

3 8-7/ + 

2 

r~7 

t 1 - 

2 

7-' 


Porro 


‘ + I** B'r, ' + 


tt(\+tt)8- 


'OW(h-n) , -i- , :|' , (i -i -n) + ij;*r 




2 • -1 • ti 


I r w-l- " #*(l -I - «M-'I - It) + -■ \ 'lv + “ ■- •* ■ “ ■ V - Ptc. 


2 ■ -I • (5 . H 


e coutimio progrodiondo ovidoiiH oat liinc obf.inori 

... i , , i!-'t f b , 2*4.r, P 

i -vii M ” a * (i + iif " h ».r. ‘ (Th- «)• a •>, .7 ‘ (M- j' 0 * etc ' 


f ( x | a ^ . a-i / 1 2 * 4 , a-ri.-o , 

1-1-/'A •' a ‘ 1 -1- a :i•« A1 -i- tiy a-r. .7 *(1 -1- m ) 5 ~’ ew 


series ponondo £=-» cum unto exhibitii cimgvnit. 


ID. Qiionium sorioi prioris lormimim nomiui oxhibui, cuius rovolui.ionos 
dicuo '18 liguras comploctmitiu’, sorioi quoqiic ])ostorioris tcrmhmm nomnn 
mbiuiigaiu a ) 


l (i8ooo5M;-H8or>rinrif;7,-n (> l 


cyplimo sunt pradigondae, mitoquam ad comma, partes decinuiles a 
iufcogronuu soparuus, porvoniatur, ita ut prima liuina tonnini puriodus 

1) Tn oililiimfi prinoipu coofiioions jioLeRtfitis t° imlienlm- 6 , 7<t) ’ Con-oxit 0. B. 

2) Hnius fracliimis notfto unduoinin, decima aomindn c>t douima lortiu, quao stint; ’180, in 

no pvhunpo oxhilntuo sunt ut sequUuv; f»()2. 1 lie ot in fovmults soquontibus eorroxil 0. B. 

oniiaiidi Kiir.nn Ojuna omniu ini* ComiuonUilionos umtlyticao M 


iii loco nouagesimo quarto torminetur. Si loco notavum periodic: 
fractionein orclinariain adiicore, liic terminus nouns ita finite oxi 


J X. 16800055 434800555673161 


713 


2431 L 


11 _±__ 5 

n " 13 17. 


Siinili autem niodo prioris scriei lorminua nonus oxpressus ost 1 ) 


21470 

21879 


Deiude summas octo terminorum supra oxliibitas ita l-opmosonta 


1) ilditio priucops: 21470 Corroxit C. If. 

2) Editio ni-incopf*: 


puioms sioniKi 


Suinma I . . . V1N 


tin-minus IX 


2,8371)4109208325115 

21470 


ioi r i h -i 

M3 L~ II + I8.| 

21002 r_ r. .1 

2I87SI L «' II 


o 

Yh 


sunrna 1 . . . JX 3,837941092083278041 —— . 

’ 21870 


POSTEItlOMS SE1UEI 

I . . • vm 0,303651501500514 7822050093589278645 74 3-(8 ( 6 ' 1B 

1001 

)X 11i800()r»ftJ30()2fiGflflG73i01 

I-IX 0,3036515G15005 147822056.110389334080709040220013 

nM notetiir osso 1 4307 -= _l 1 j J*. „ B 

17017 ? T il 1 18 i '7 > 

undo liuins fraolionis cvoiutio ost in prointu. Pariquo niodo ost prior fractio 

12808 = 6 6 7 2 

21870 = o" 'll ~~ i» Tl ‘ 


Oorroj 





PHIOiUS SERIEI 


Snmnia I ... VIII 
tonnimiH IX 

minium 1 .... IX 

minima- l ... VI11 
terminus IX 

sinunia I .... IX 
ubi noioi.iir osso 


2,8:17041092083256570 


on 

i-ia 



i | 

13 J 


OU70 -^^ib r 

wW7 °'21879 1* 


l+I- 4 . 

9 ~ 11 J 3 


.Li 
1 17. 


2,8:17041092083278041 


1 8 3 8 

9 + 71 + 13 + 17 


P0STEHI0IUS SEUIEI 

0,3036515615065147822056093589278690100342460739 

16800055434805555673161 

0,3036515615005147822056110389334124905898133900 
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3 
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1 

1001 

7 

ii 

13 

713 

9 

3 

r> 

2-131 

“ 11 

13 

17 

94 28 

3 

i 8 

4 

17017 

— 7 

+ fl 

Ts 


3G* 


261 
1001 
7 Vi 

2431 


9428 

17017 





ENODATIO IN SIGN JS CUIUSDAM 
PARADOX! CIRCA MULTIRLICATI ONEi 
ANGULORUM OBSliRYATI’) 

Oojiimontnlio 810 indicis Kniistuormiani 
Opom postunia 1, 18G2, p. 290—Mi-I 

1. Singularis est pvopriotas formulamn, quitnis cosinus angn 
tiplornm por cosinum anguli simpli exprimuntur. Si onim iingu 
cosinus ponatur — x, angulorum niultiplonim cosinus ita so liabo 


cos. 0 (p = 

1 





COS. 1 ip = 

cc 





cos. 2 <p=** 

2 xx 

— 1 




cos. 3 <p = 

4/ ■ 

— 3:» 




cos. 4 (p — 

Ha: 4 

— 8 xx 

+ 

i 


COS. 'up = 

16/ 

- 20a: 3 

+ 

5x 


cos. 6 (p — 

32/ 

- 48/ 


18 

1 

cos. 7 (p = 

04/ 

- 112/' 

-1- 

30/ — 

lx 

cos. 8f p «= 

CO 

1—^ 

— 256/ 

H- 

100/ - 

'$$%x -|- l 



otc., 





l) Confor Imcj cum dissortalioiio pmotcr liuiua volnnmiis partis pvimao Comm' 
703 , 70l, 747 indicia E.vi^tkoemiani ctiain Coinmonlationcm 217 volun)ini& lit ot 
nd paginas 642 ot 613 adiectaa. C. Jl. 



X ' 


7 


id 


. 0 




l-a •':) 


sou 


CQa.nw = x"(\ — n + H -( n '- a ^ *■-■*__*1)C»_7:_G) — g 

r V 4 T .[•« *' 4 • 8 • 11? 

H(u-_5)_(H-6)0i-7) \ 

^ 4.H.12-JO % CtC 7’ 

nbi ratio progression^ facile perspicitur. 


2. .Neqno voro liiuc concludere licet lianc sevieiu oadom lege in infhii 
eontimiatam cosinnni anguli mp exprimoro, ita ut istius seviei infinitae sun 
liitma sit ==cos.«^p; sed quotios n est numerus integer, sonein cousqne 
linn continnari oportoi, donee ml oxponentes negatives ipsius x porvenhi 
( luippo qin termini oimics sunfc reiiciondi iis aolis ab initio seriei term 
rolenfcis, qui constant potestatibus positivis ipsius x, ot mimero absolnto, 
si ii sit nuuiorus par, ost vol + 1 vel — 1. Nisi liaoc cautela observetur 
orrorom dclabimur, quin otiam casu n 0 oxpressio generally voritati ad 
satur; prodil onim 2“ 1 a; 0 = cum tamon sit cos.Ofp *■» J, quod certe ins' 
est paradoxon. 


3. Quo clarius etiam in roliquis casibus falsitas formao gonoralis 
spiciatur, pouamus n = 1, et liaec forma evadot: 


x 


0-1 


v -3 


1 -2 

TH'' 


i_-_3 • 4 g_ _ 8 _J_.S-6._7-8^ 

4 • K~L~2 X 4 -8 • 12 -i(S X 4 • «’• 12 • IG • 20^ 


qnao cum sit <$, cum veritatc certe consistcro nequit. Ut antem hi 
sorioi valor verus exploretur, ea ad hauc formarn reducta: 


,, 1 _o 1-1 1 * 1 ■ 3 _ 6 

* 11 —.1* —4-1* ' I • ! • ■> J 


1 • 1 • 3 • S 

r-T-e-s^ 


1 • 1 • 8 - 6 • 7 

4-4- G-8-1 6 X 



Cum iam sit 


i • i 






:c — 


\ • 1 • a , i • i - a • r, _ 

^ • -j • (i ‘ ' i> • -1 • (i • 8 


nostra series liac imita forma continetur: 

* - * 4 - (! - o 4 ) - t* + i- dA 1 - h) - -i * +1 ^ 


ita nfc casu « = 1 seriei nostrae genoralis aunnmi futnra sit «=*' 
cum tarnou sit cos. l(p = x. Quin etiani, cum sit ,r < 1, pat.et soi 
turn confciniuitae suinmam adoo for© iimiginariam. 


4. Idem etiam do qnolibot alio valore ipsius m oatondi pote 
magis inivandnm est expressionem nostvam gcnoraloiu, si iustu. 
adkiboatur, ut onmes termini oxpommtcs negalivos ipsins x babii 
tur, voi itati osso cousontaneum ot valorem ipsins cos. nep praobore; 
oiimi extensione siunla et in inliuiinm contimmta lougo alitun 
imaginaviain suinmam sortiatiir; cuiusniodi singnlare plmonomono 
in aliis analyseos partibus iam sit ol)Sorvatnm. Praoto.roa vovo { 
hand minus est miramlum, noturi convenit liinitatioim quoquo il 
ut potestates negativao ipsius x reiieiuntur, veritatmu non obtinoi 
numerus positivus integer; si oniui n ossefc uumorus nogativus, 
potestates ipsius x prodountes negativas, error forot inauifcstissin 

COS. (— iup) =» COS ,iup. 

5. Siu autem pro n accipintnr mmiorus positivus quidom 
nullo Juodo indo voritatom elicoro licet. Sit cnim n= , ot expi 
genoralis hanc induct forraam: 

Vx(. 1 _ 2 1-fi 1-7. 9 ,_ 6 1 • 9 • 11 • 13 , 8 

\ 8* 8 IG ^ 8" 16 • 2-1 X 8 • llTlM~32 X 


ndo otiamsi termini liogativas potestates ipsius % complexuri, omnos scilict 
raetor prhnum, expungantur, tamen neutiquam inclo obtinotur cos.-^ 
uippo emu sit 


cos. w/' = 


V 


l+as 

•j 


dultominns autom roliquis terminis admissis veritati consulitur, dum sorie 
Ji'Oflit formulae ]/ [ | ' L minime aeqnalis. 


6. Hinc igitur abuudo liquet, quid de forma ilia canonica 
cos. » v »2- ■ (1 - •;»-•+ H ( ;; - 3) *-• - i ' 1 :t -» 


iipud plurinios auctoros mirifico laiulata sit Iudicnuduiii. Ea scilicet verita 
uinquam est consentanea, nisi liac rostrietiones adhibeantur: primo, ut n s 
unnmis integer positives. ubi quidoni otiam cyphra est excludonda; deind 
it termini, in qiiibns exponens potestatis % lit. uegativus, pemtns extiuguai 
mr. Qui liuic formulae plus tribuunt, eamque adeo ad casus, qnibus n c 
inmcrns negatives vcl fractus, extender© volunfc, maxime docipiuntur ot : 
jrnvissimos ervores illabuntur. Quae cum sint adoo manifesta, uiirandiv 
/idetur, quod istao tain necessariue cautelae, quantum equidem meniini, 
aoinine sint animudversao. 


7. Hacc considoratio oceasioneui milii praebet dupVieem investigatiouo 
iuscipiendi. Primo scilicet in voram sumtnam nostrao oxpressionis general 
dquidem in inliiiituiii continuetnr, sum inqnisiturus, ut pateat, quantum > 
juovis casn a valore cos .tup discropet. Dcindo similem expressionem gen 
•ftlom invostigabo, quao revera valorem cos. wy exhiboat et nulla rcstrictioi 
ulliibita voros cosinus angulorum multiplorum ipsius <p praebeat, ita ut si 
rulig casibus, quibus ti est numerus integer, formulae initio allatae prodea 
mmilquo veritas, qimndo w est iiuinoriis fractus vol uegativus, obtineatur. 


8. Quo utrique institute tacilius satisraciam, cumuuwiu ii.hu 


x=A(x+ V(;xx- I)) 11 


valorem ipsius s per .soriem evoluturus, quae secundum polestale 
pvocedat. Cum igitur sit 


ob 


y(**-l)-*-g etc., 


s-Al2x~~~ 2 ;i, 1 *,-etc. 


observe lerminum prinium futiirum osso = 2 "Ax", in sequontibus 
ponentes potestatis x continuo biuario decroaeerc, iia ut series 
habitura sit formam 

s = ax* -f Px-' 4- yx H - % -|- t1x H ~* 4- -|- etc., 

ubi quidem ost a*~2"A. 


9. Ad banc antom seriem connnodissimo oruembun observe lie 
assumtaiu per ditt’erentiationem hi aliam convorti oportere, in 
potestas indefinita quam oumis irrationalitas absit siumlquo quant: 
quo plus uua dnueusione non sit lmbitum; huiusmodi onim uequali 
per seriem cerla lege procodentem resolvitnv. llnuc in linoni prim 
mis sumeudis obtineo 

Is = lA -{- nl(% -f \/{xx *— 1 j); 

turn vero differentiando: 




, .: (x + V{xx - t)) = 

V(xx~ 1)1 )/{$% ~ 1 ) 


Hie swntis quadratis erit 


sen 


ds* __ nndx* 

PS XX—1 


— 1 ')ds i ~ nnssdx 2 , 



it* aequntio denim cUllbrentiala sumto element*) dx constnnto et per 2 d 
isa dat 

(xx — 1 ) c Ids + xdrds = nnsdx 1 , 

0 lam fonnani babel desideratain, ita nt quantitas s nusqnnm plus mi 
leiisione habeat eh quruititns 3; ab 011111 i irraUoualihato sit immuuis. 

10. Quia hie qimulitus x in aliis tenninis duas, in uuo vero millam tone 
lensioncm, facta liniusmodi distinclione, nt sit 

xxdda -J- xdxds — vusdx* — dds = 0, 

minus 

.9 = ax" 1 -|- *4 -1- /(a:’"" 4 -'“*4 ole. 

facta substitutione potostas talem accipiet ooebicientem: 

v({i}) — i — 2)(m — i — 3 ) 4 in — i •— 2 — 11 h) — — /)(>» — / - - 1 ), 

cum ovmiescove deboat, qimntiiiis v ex /t ita (lethiitur, ut sit, 

(>» — t) (>» — i — l) 

} (mi — i — 2f — 11 n ^ ’ 

tiiatnr ium pro initio v'--=-- 2, ut, (iat v^u et ,u = 0, pvuditquo 

««( w .^ a )( w + J )o 

mm--nn ’ 

.0 littova lit maneat iucletinita, osso oporhot mm = nn klcoqua vel in =» •> 
m = — n. 

It. Nostro nuteui easn ost, ut supra vidiimiH, m = n atquo «*» 2V1 
.ro posito 

s = ax* 4 fix 9 " s 4 Y '-?“ 4 4 • ■■ -I- i t(.i;’ , “'4 rx- '” 8 4 etc. 

(n — f)(n — i — I) (n — i)(n — l — l) 

V (*’ + 2 ) - 2) ' 

.kdsiiaiiui Uumjhi Opmu onmia Iio* Coimnoiilftliono.H mmljliciiu H7 


— «(»-a) 1 ' f - s 

f> “~ i 9 (»-s) r ■I ’*’ 12 

- (H - G) (M - 7) v __ -I- » i ll - ft) (« - t; ) ( Ji - 7 ! 

E —Ig^- 4) ' ltt 

etc. 


12. Posito ergo 


s = yl(* -h J/(a:.i: — 0)" 
oh a = TA hubebimus banc sevieiu, qua quuntitus s expmnitu 

s = 2“Az\l- ^ *+ - v - 4 -; 8 * “ lllK .i2 •' 

“*■ 4 • 8 • 12 • (.('■ 


Quare si pro A capiatur orietur ipsa ilia Forma, qmuu iuii 
assignavimus existeute a; —cos.y, ntqUB mmc quidom patot illi 
in infinitum continuatae vorum valorem o»so 


1 

2 


( x -\rV(o;z- 1 ))"; 


sicque ratio aberratiouis a valore cos. n<p ost manifosta, atqm 
evidens est, cur snrnto n 0 prodeut summa nostnie sorio.i 
voro casibus summa fiat imaginnria, si quidem sit % < 1. 
x«l, quicunque numerus pro n accipiatur, summa sempur os 
propterea 


1 


w »(w — .'}) n (» — -1) (ti — ;>) 
4 ' ~ 4 - 8 ~ 4 ~ 8 - 12 ' 


n (a —— Gjta 
•I • H • J 2 • ((i 


quod certe est theorema non inologaus. 


V(xx — 1) = V— 1 • sin. if- 


)t ex noLis simium propriotatibus 

(cos. (p -J- V— 1 • sin. (p)" — cos. iKp -|- V — 1 • sin. n<p. 


3navo posito cos. (p — x evil 

cos. n(p -\-V — l ■ sin. nip 

+ 


=« 2“x n (1 — H _«(«'-»(» 


u 

'•i x 


4 • H 


% — 


t- 8-12 


X'° H- etc.), 


undo pntot suuiniain Imius serici in infinitum continuatae esse imaginariau: 
nisi sit x «= I sen (p = 0. Kealis quidom semper erit., duni sit x > 1; seel hi 
sasilms non nmplins ad sinus et cosimis ref&rri potest. YeluU si xx = 2, o' 


jrit 






(/‘2 + t)” = 2 ! 


n n (n — 3) 

8 ' V -10 


«(» — 4) (n — &) , n(n 
H . [c~2A ‘ 


- f>) (n -_G)(n — 
« • IG•24 • 32 



U si ponaums 
it 


x \^(xx 1) — if t 

yy 4- l 


2 y 


mde obtinotnr aoquons .siunmatio non conteninonda: 


UU 




I*(yy + i) ,+ 1-2-3 ‘ (yy + 1 ) 


?ib/--3) y 


)i (n — 4) (n — 5) j/ 1 


>yy + 1 

juac cum etiain vera sit smnto n negative, ei*it 

yy 


,-t- etc 


yy- mV 1 . n yy_ ,«(»+3) V 1 _. n(n+_A)(n -j- - r Q _ .V°_ _ r 

=1 +7 >,+ !)"' + 1-2 (2/2/+1)* 1-2-3 (S'?.tn° + 


H7* 


ubi pro n onmos 


niuncros assumere licet 


14. Hinc otiam ulteri requisito satisfacore poteriimia, qno 
pressio infimta dosidemtur qnaiititatem cos. n<p sino ulla rostrict.i 
Sumatur enim oxponons n negative, et cum ait 


et 


cos. (— uc/i) ~ cos. tup 
sin. (— »(p) ^ ~ ain. jup, 


ei-it ex snperiori forma 


cos. )/(p ~ /— 1 • sin. n<p 


+ a ■ h • 12 J - 


- (! 


addendis bis formulis pars imaginaria tollitur et summan semi: 


cos. »</>- + 2 '"" V s ‘ - ,1. g. j2 


a (a-a) _ t ii(n---l)()i-r.) 


«f» + ;0 . t . a (« •(- ‘0 (>> -I- •>) 

"r* x + -l • 8 • J 2 




Hae scilicet binae series coniunciao vernin valorem ipsius cos 
cos. (), *= x oxpriimmt idqiie sine olla restrictione, ita lit jn*o n o 
tain negativos quam positivos, tam integros qnam fractos as 
Ubi quidem per se est perspicuum, sivo ipsi n tribuatur valor 
cimque aive idem positivus, easdem binas series ordino imitato 



A 1.1 

cos. Or; ~ -f- = t 

Ueliquos igitur casus siinplicioves evolvamus: 

[. Sit n «= 1 oritque 


/ 

. 1 _, 12 

i 1 -« 

1 • if • i> • (* 

:0.s. </> y 

— ' — :C 

■1 -1 -s 

•1 • s • 12 J/ 

1 ~h 12- f(» 

1 /' 

, , 1 „ . I ■ -l _ 

‘-f , a;*M- 

r 4 . 8.12 

l • t> • 7 3 


•1 • H • 12 • it; 


etc.) 


nlii potestiit.es uogativiio ipsius a; sponto so destrunnt, uli ox sequcnto rej 
sontationo lit perspicunm: 


J , 1 • 2 o _r, j- a— 7 A f ( , 

COS. </>-*- -, t . 8 :c -JTjT.JS* — V-H.IS.l6 1 

i 1 r -l I J .I. 1 0.-3 A'- 3 ‘A. y- 6 -I- _ 1 • J • f) j;-7 etc., 

COS. (p = X. 


1 • 3 • •} 


1 - 4 .. 5 - 1 ) 


ifca lit sit 


If. Sit n = 2 ovitquo 

/ 2 .> 2-1 _i 2 *2-3 _ c 2 • 3 • 4 • ;*) u , 

COS. 2(p =» 2t£M (l — A % j . H • 12 ^ ■! . 8 ■ 12 ■ 1G ^ 


, i (<, ^-a , s _' (, V 4 -4-—' + -ar* + otc 

-l 3, + 4 . 8 ® + .1-8-18* ^ -I.8-12-1C) ^ 

quao binae sories ita ordmato exliibeantur: 

+ « *“ 3 + ^ * _4 + rr« ar ‘ + 0 


-) • o • a j 


•i • r> • i j • id 


-h 



3 

•I 


X' 


3-(> _ 4 . 3-7-8 , , 3-8.fl-K) 
■I • 8 1 .1-8-12 ' -l-H-jy. |(i 


(]iii termini hoc mode in ordinom vedigaulur: 
cos. dtp = 4a 3 — dx — O.ff 1 — 4 • '* x~ 1 ' — 

+ 


-1 • s -12 
1 


1 G 




liincqno 


8 • 2 • :•} • i 
•I • 8 . \ 2 ■ 111 

i :t 
10 ’ 4 


COS. dip ~ 4# 8 — dx. 


16. His on tern exemplis cusn evenii-e videtur, ut potesintos 
imituo tollunt, ucqno id pro tenninis ultorioribus palot. Quamobn 
dubiuiu veliiiqimtur, fivma domonstratione evincendum ost singul 
negativas ipsius x in utraque serio paribus coofficicntibiw siguisq 
esse affectas, ita ut cortuin sit omnes se mutuo destmoiu Mr 
utriusque seriei termmum genoialcm contemplemur ac prioris q 
ita ropraesentatae 

2" ” 1 x* (l — “ a - 'll 3 ^0 x ~ i __ «C£-^0_(5 - h) fl 
' ‘1 4-8 4-8-12 

—'lilrJl)(l“>iKL~^ -a 

4 • 8 • 12 ■ 1G ’ ~ 

terminus generalis colligitnr fore 

— 2"- 1 a;-*«. + 3 -»)■•■(2« - 1 - 

4*8-12 • 1G. 4a 



ita, ut potestalis x H ~* a 


cooffioions sit 


__ . «(« + 1 — «)(« + 2 — «_)_(« + :i — «)• - 1 — n) 

4-K-12-1G- vy«" 

Quaiido ergo liaec potestas esfc ucgativa son 2n > n, patet lmnc tenni 
ovanoscoro liis casibus: 

2« = n -1- J, 2« -= n + 2 , 2« n -p il usque ad 'la = 2jj — 2, 

,si quidem « fuorit nmuorus integer. Undo in priori serie omnium potest; 
nogativnrnm coefficicutes sponto evaucscunt, nisi sit 2« > 2n — 2 seu a>n 
quocircsi dorondum restat, si fuorit «>« —1, istas potestates liegativas 
alteram seriom destrui, ita lit solao potestates positivae ipsius x velinqna: 


17. Alterius autoni sorioi, quao ita so liabet: 

1 (\ _L n -r“ 2 J_ H ( 3 + «)„-! , « f4 + n )(5 

2 " ■' 1 x ’ 1 \ 1 -1 ' -1 ■ H ‘ ' -1 ■ 8 ■ J 2 

+ •( - 8 ■ 12 • 1 G % + 0 tC *J’ 

terminus gonoralis colligitur 

«_(/J + 1 + h)(/ 3 + 2 -f nUl + a + W )-**(2/j-i + n ) 

' 2" + ' ' ~ 4-8"-12- 1G ■ ... . -1/3 

mule potestati 8 uegativao ar N_>/ * coefficiens eat 

, njfi+1 +J$ W + 2 + »)tf -I- s ■ ■ • (2£“ I-HO 

* ' 4-8*12*16.4/? 

Statnatnr iam liaec potestaa praecedouti aequalis, seu n — 2« = — n- 
ntque «==n-f-/5; sicquc ipsae illae potestates uegativao maiores prodi 
quarnni coefficicntes in priori sorio non sponto evanescunt. Ostondi 
oportot haruni potostatnm ooufficieutos ox utraque serie ortos inter se 
aeqnales et se mutuo dostruoro, ubi qnidem iam sponte patet alterum 
positivnm alterum negativuui, cx quo utriusque aequalitas demoustrnvi d 



.still utrinque per multiplicando 


, n (ft + I) (/H 2) (ft 4- 3) • • • (« + /?- 1) _ 9 v . ,l (« + i) (,e .*!: *)(«+: ‘9' V (c 
^ * ' J . 8 ■ J‘2 ■ l(i.i tc ** -1 ■ * ' I - ‘ 1,1 . 1 

Cum linn in priori forma faetomm donouiinatoris nmmirus sit = « 
per quatornariuni sitifc divisibiles, bos factores ita vepmoscntaro lic( 

4" • 1 • 2 • 3.« — 2 11,1 • 1 ■ 2 • 3. n; 

simili mudo denominator nlterins for mao it,a exprimi polovit: 

4M • 2 ■ 3. (i — 2^ • 1 • 2 ■ 3. (i, 

unde liaec aequalitas ostendcnda snperesh 

3 J_ • 0 “ 1) = ” (" + 'i' 2 ).( k + ;i ) ft 

1 •2.3-4---«" " 1 • ‘2 * ii ■ -l • • * /3 

quae per crucem mnltiplicata manifesto ntrinquo praohet idem pro 

h- 1 . 2-3-4.(« + /? — i). 


19. Paradoxon ergo initio propositum satis distincte explicate 
simnlqno ratio patot, our baec aeqnatio: 


*.« <p = 2" ~ V (l - -■ a;" 3 H- " ( ~ 8 - S j af 1 - 


»(«- 3) , n(w-4) 6 

- .rr^ .4.8.’ia" ^ 


turn demum sit veritati consentanea, quaiido n donotat nuinornm 
positivum simulquo oraues potestates ipsius x expoiientes negat-ivof 
oxpungantur, et cur his restrictionUnis non observatis liaec oxprof 
roreni praecipitet. 








Vor (, I _o 1-5 , ] • 7 • 9 , J • n • l • a _ ft , 

P =« 1 — x 9 — . x 1 — - s ®— - x*— oLc. 

’ j/3 \ 8 8-JO K-l(>-24 8 • 1(5 • 21 • ii‘J 


_L. _ 1 „ U , .1 , 1-7 -r, , Mc ) 

^ '>y-lx V H ' h ' H ■ Hi ■ 24 J ' 8 • Id ■ 24 ■ ad ‘ ' / 

n ordinom secundum potostates redacta dat 

l V*(. , 1 _ J J _ 1-5 i ■ 7 1 • 7 ■ 9 

' a ^ — T/a V a*r Hxx a -8.r l 8 • K>.>; 4 ' 2 • H • * H • i’i; • 2-1 


, 1 - ’J • .11 , \ 

. — otc. . 

1 2-H-16-'2-U‘ /■ 

quilihfit coefficicns per pvaecedcut.em clmdnUir, liacc rosultat series 

J 1 l r> 7 9 11 


2 ’ 


4 ’ 


10 5 


12 ' 


IJ 


etc., 


it 


t ] / #/'* , l x • j g , i. i • 3 \-i-ar. . , , \ 

* iV-yiV + J* '-2.4* + 2-4 • 0 * 2 • :r. 8.«* + ntc -J 

3 manifesto habobitur 

l Yx{ i\l -./L+a; 

•2 ,/; = V9A 1+ J ” V 2“’ 


COS. 


isfcat. 


. Kvolvamus ofciam caaum n = , ac reperimus 


,.-c 


l • 14•17•20 


\'x 1 ... 2 J • 8 3 • 11 • 14 

|/,1 V 1 13* 12- 24 * 12 ■ 24 ■"3fi * X2 • 21.30 • 48 * 


1-10 , 1-13-16 , 1•1G•19•22 „ 

_/V * I ... __.V 11 ...I .. .. - X~ ° 


+ 2f^ V + 12 + i2 + r 2 ■ 24.3Q . 48 
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— etc. 
+ otc.J 


quae bitmc senes ita eoiiiuugiuii.ui. 


1 1 _L 

cos. <p - , + 


•’ — 8 ; x 
1G 12 I J 


+ --,77.;* 


1-8 


X 3 -h 


1 • 10 


12 V1G " 12-24 f/-l “ ' 1‘2-2-i^JG 

lam ad imtionalitatom tollowlani statuatur * s — ysou a 

1 1-8 


ons. J f - ;/ + - 12 Iff + 1*..iy 12 • 2'f 'iy 1 


1 • 10 


I • 11 • II 


+ 12 - 2 -i ri* - 2.1 • :ui • T 0 ?/ 1 


Sit poiro // — * , evit 


cos 


J z . 1 1.1 1 K 


s ' S y “ 0 + Ye “ G** + G* 1 -i'"3 •fiV' 


1-10 


1 • 1 ] • M 


1 . U- IG 


^ 2-3-OV 3 2.'3-G-ii«' 7 2 • 3 • 0 • *J jer l! ' 


sea 


1 1 


1 -R 


2 cos . 3 y-*+,- 3jt i + 3 i t-s.g 


Gr 


110 1 • 11 • M , 1• 13-JO 


4, t: j y_ __ 4 : ‘ 4 .1 * -l * . 

^ JMI* 18 3 • « ♦ 0jar 17 r a • i» • 


SJ 0 1 


22. In genevo autem casus x = *, unde fit (p = 60° sou (p = ,, 
tante 7i seraicu-cumferentiain circuli, cuius radius = 1, omni atten Lit 
videtur. Nam, ob 2a;— 1, fit 

n 1 (* n , n(» — 3) w(m —*J)(n —5) , «(« — »)(«—G)(h— 
c°s. 3 71 = -- (1 - f -b - r 2 - ] X ;j-+ ■' 1.2 . :j - 0 

4 1 (1 4_ n 4_ *.(!L*t 3 ) 4- ^ibjOOLU^ _U n ( n + 5 )( tt + fi )( 11 d' 

+ ') t j T ~l-2" ’ 1 - 2 • H 1-2-S--1 

ubi notari convenit utriusque serioi annmiam soorsim sumtam oss 
riam, et quia utvaquc est divergens, minime licot eas pro lnbitu 
Veluti si termini ordinato coniungcrentur, prodiret 



otc.. 


cos. 


it . . n n 
n = 1 4- • — 

r J • 2 


!>j in + 107) , 

l • ^ 1 • 2 • 3~ T r 


i soquevetnv fore C09. !| n > l, quod tamen est absurdum. Interim tamen 
rum illnrmn priovis sumina est 


oriovis voro 


l / n ,, -i ■ » \ 

y \ CQS ' :i 7i+y-l*sm .* 7ij, 

\ ( n , i . n \ 

4) (^cos. ;J 7 i —}/ —1 - am. n), 


io nullum est dubinm, quin ambae coninnctim praobeant cos. jj 7 r, otiamsi 
patent, qucmndwodmn Uic valor cx coniunctioue facta olici possit. Hinc 
d('mio insigno paradoxon vcsultat, cuius oxplicatio hand parum aixlua 
uv; sine dubio autom ox soriemm divergent,ia est petenda ot series signis 
•multibus ita scribenda terminovum munevo ucquc pari neque impari 
itatci 


n 

cos. n 

O 


lit sit 


2 - 


n «(3 — n) 
j ~~ 'i - 2 ' 


, m(3+«) m(-1 - »i)(»h (4+«)(»_+ji) __ 

+ ' j.2 ' - 3" _1 1-2-3 


2 cos. I x __ 3 _ » 3 + « (4 - «)(f> - n) _ (4 + n){» 4 »0 

n ”1.2 1 • 2 "1-2.3 l • 2 ■ H 

(5 “ »)(6_—_») (7 -“)_ etc . 


4 


1 • 2 • 3 • 4 


nnmoda autem eflugoro non licet, nisi quantitas x indefmita relinquatur 
joriei termini secundum oius potestates disponantur. 


23. Verum etiam hoc modo hand leves difflcultates velinquuutur; si enim 
lormn n snmanius infinite parvuni, nt sit cos. nip = 1 a nn<pcp, ob 


2 n x n = 1 + nl2x -f !> nn(l2xf 

w 

. [_ ^ 1 —nl2x 4 ^nn(l2xy 

2»x n 2 


38 




lmbebimus, in singulis torminis potestates ipsins » qunrli-jito nltioros negligent 
2 — n h (pip ~t 4“ nl'2x -f- -- n h(J2.i;)*J x 


n 3m — n n 

~ixx 1 8 x x 


20 h - 9mm 2I0h -- J07 m u 

TU'-'rJz* ~ *i 12- ig* 8 


+ (l — nllcc + * }in(l%xf) x 


(' + £ + 


3« -1- «n | 20 _m_+ _9_m w 
•f-’Ho; 1 ’ + T.'fri2*» 


210m 107 MM 

•I • H- I 2 • Jlia; 8 


- Otc 


At,quo t'act-a evolutione turn partes linitae quani infinite parvao ipso niim< 
n affectae se nmtuo deslruuut, voliquao vero per nn divisne pvaebont, 


<p(p + -x: 8 - i '2 ^ 4-« • 12 • 1G .t* 

— 2 ( — —-f !> .+ 107 a -l- etc.) - - 

\i-ax i 4-8 - J23" n ‘j • 8-J2 • 1 J K ' 


existente a;=*cos .<p. Ad legem huius progressions darius poveipiondum poi 
inns 2 a; = y, nt sit 

y = 2 cos. (p 


et 


3 

>) 


= A 


3 

2 ’ 


A • • 


l 

3 




1 

o » 


•J • 0 
2'-3 

5j G * 7 
2 .' 3 T 4 

G • 7 • 8 • 9 

'>—%■ T-l 

7j_8 • 9 jJ0_J_1 

2•3" 4 • 5 -6 



a 


36 
4 ’ 



=*£ = 77, 



-J* 


A 



107 

24 “-tf'l-VU 

-C-M*. 


16797 

ftOO - 


7; + yl 6 , -|-. l 1 ./j 


etc. 


etc. 


■1 I'lVVll 111 l.'i (M'llllil MlallllllllUH 


i'll iil'Minlum. 


'HI 'I 


nt.c.') ■ (/;/)*, 


J ! V 1 " tr 


./■7 ■-/*/// /’/’ (///; 

v v On /'/'■, 


!!. < i in nil ir > aulmi rmlalii ili-n;i ra|. ivhilin, i|Uiiin hit: in her mnncrornui 
, (', l) Hr. H. iniiurroriim u, //, y, il* Hr,. nniimiH nhnrrvjivi c»l» (|iiim 
11 n I j-i 1111' ila ivl'mi | m ill. si I, 


t( | //.' | y£' | ») ! Hr. 


A; I in" -I- <!:* -I* !>-' -I- nlr.) a t 


i|i , nmii!il ml it) liund |iarimi unlim viilnfur. Opnnm i^il.iir pi'H.nmi rst, 
‘in lionim mniirrtiriiiii arrumliun mill tun pin ri: 


a 


a a a 


11 '' ‘ ll, 

a -1 ii 


a i • /. .• 

It) 11 

:• a i t; 


n{\ l l,) i-.-i, 

r i .!)■ ■\-ii-\-\aa, 

■> /i( ( ; i:,i ;)• 

» ‘ «(! 1-i1,1 I .'i.' .',) A-n-iAc-nmi 


inn 

t i r, 



‘25. Considercmus Uanc propnotatcm m sous mu 
nnis \nvs binns progressiones: 


l « 1, 


« - -‘3, 


a - V( • - , 


*3- 


(S =5-G 7, 


3) - G • 7 • 8 • 3, 


»-<+■*)■ 
c = e (r, + k + I)’ 

i> = ®(u + 7 + ¥ + *>)’ 


(£• = 7 • S . 9 • 10 • 11, 


C — ^ (7 S JO M 


• 3.10.1M2.13 f “ 3 (i + v t - + jo ‘I- n 'I" l> 1 


oritqne ut seqnitui*: 


n = 2-i T 1 , b~38(, c = 4S + G Sl J ( , b ~ ni£ + 108185, 


c = G$ + lf)8((£ + 20-.- , f = 7(£ + 2l9(®-l-. ! ifi85e [-1-oto. 


f -7.ie+^«®+ 7 ^; +K^e a 3 + rr;:::; 


7 • G • f> • 4 


7 • 0 • r> . -J . 8 


' 1 • 2 • 3 • 4 • G • G 1 ’ 


undo lex progressionis ost manitestu. Vol ovit 


Cl , \>S . c ZB b* 3 . 1 / 9(e . 

2 + 2.S + 2.3. 4 2 • 3-4 • 5 + 6tC ’ *“ 2 V 1 "2 2 • 3 2 • 3 • 4 2 - is'. 4 • 6 


2(1. Pro iusigni autom hac proprietate sequontom iuvoni doinonsti 
qua simul indoles hiiiusmodi formularum peuitius perspiciotiu*. Ponn 


r • . v \y i ^ u i l • • 1 1-2-3 ‘ -/ 

vntur lmoc series socuudmn potestates indicia n, fingaturque 

con, ii(f> - V— 1 • sin. iKp = ?/ ,l (l “b »P-\- nnQ -1- n*il ~\~ n'S -1- etc.); 

i forum quo liicilius intelligi possit, novo siguaudi modo utamur, scilicet 
'drtil.is quolcimqno n\mieris a, ft, y, d' etc. 


lmoc scriplio: donotat 

(a, y, d etc.) 1 ' 1 summam singulonmi a -f + y -1- d + etc.. 

(«, (1, y, d etc.) (3) snmmam prodnctorum ox birds, 

(«, (■}, y, d etc.) 131 summam prodnctorum ex tends, 

(«, ft, y, d ole.)' 11 summam prodnctorum ex quaternis 

etc. etc., 

observe, si iudox suffixes uuqualis sit mnltitudiui numerovum, hac sciip- 
o omnium production uxpriuii, turn vero semper esse 

(«, ft, () etc.) l0) = 1. 
an tom scribendi modo adliibito orit 


v -; ,■+v+ 

„• + <$W-f t +'»• + 

«- i 'iT.»'+''ft ! rv+ ! ssr'»-+" 1 '- 

a (W) m s+&^-!, u + e tc., 

‘b = J h a• 3• • 6 J n 

(Dv 7, -\- etc. 

•' 2 • 3 • *1 • o J 




Cum aulem sit, uti constat, 


cos. >.rnp — Y— i . sin. /.in/, =~ (cos. >up — (/.- i . H i n . 
orit quoijuo 

cos. — 1 . sin. Awy = #**( 1 «7*-J- n*Q -|- « 3 ]} -|_ 

ideoquo 


i -|- A?*/ 1 -i- A-?1 3 (2-1- ;.V./i -I- etc. = (1 4- V / J + n*Q -|- w s /£ a 
qurie fioqualitiia subsistere noqnit, nisi sit 

1{ ” /JS > A’-, ' 2’—. ' -P‘ 

Atquo bine poiro colligore licet, cum sit 


cos. n< P ~V- l f 

untie autem inveneriimis 


cos. n 


loro 


<P 


-V-i . 


sill, inp = yV'’ = e n(,,+, ' J \ 


idooquo 


-<pV~ i = r+iy 
<P<p = — (P+ly) 3 , 


quod cum vidcatm- absurdum, ita rosolvi oportet, quod .P sempor 
tas imaginaria; sicque explicatin' paradoxon supra § 23 allatum. 


28. Verom ut ad proposition remtar, coin sit Q = ~PP, s 
gratia valorea § 24 oxplicatos introducamns, erit 2 

P = yy + A,f 4 - Bif + cy + 7 )y'“+ etc. 


Q-ay' + pif+n/'-l- cT tV ,0 + etc., 

umlo valot'ibus Q of; l PI* aequafcis uancisciumr supra obsovviiLtis relation 
.scilicet, 

1 . y^H+iAA, if-=C+AJ}, e = J) + AC-\-'j3] 

ot ita pon-o. Mac. iyitur rtemouatiuliouo conJecta aliarum yimilium forimilan 
complicalanuu roaolulumotu coamidis loco subiungiuu. 


PKOBLEMA 


Ul). .llano fonnulam: 


a(l +l / (l - *))” 

hi serinn h/finilani rcsolecre secundum potentates ipshis x proijmiicntcm. 


Staf.ualnr 


S0LUT10 

-J = fl(l - 1-/(1 —a))" 

(‘l, ponitu sotio, quuo quuoriUu', 

z — A -|- U %~|- Cxx -f- l)x s -\- i?® 4 -!-etc. 


ovidoim osl loro A***2 H u, undo soquontes coefiicioutos simili modo ut su 
dolinirn Vicobi t. Sumtis loguritlnnis liabomus 


ot (lill'onmlmmlo 


U^hl +l / (l -111)) 

dz ndx 


-.(l+j/a-*)). 


* 21 /( 1 -*) 

Multiplicoluv mnnc.rutor ac denominator per (1 — /(l — *)) prodiliitque 


dz „ n(ix _ l u * x __- 

.2:c]/( \~x)- 2x]/(l-x) 

i/i;o,NiiAnm Hui.iiiu 0pom omnia Jio* CommonhUioncH itmilylimo 


8*1 



Pomituv 

// 


Z = X* V, 

ut sit 

ds dv ndx 
z v 2x 

iietque 

dv 3 nndx* 

vv -ixxli—x) 

seu 

4u;a>(l — %)dv*=* tinvvdx\ 

quae acquatiu 

difVevontiata et per 2 dv divisa praebet 


Axx(i — x)ddv + 2 s (2 — 3x)ilxdr — nnr(lx?=*l 

Cum nunc sit 

dv dz ndx 

v z 2x 

orit differeutiando 

ddv dv a dds dz* , aflti.' 3 , 

i» vv z zs 2 xx 5 

at 

dv- dz' ndxdz nudx 3 

-—s — —- u - - » 

vv £2 4 xx 

ergo 

rfrfv _ ddz ndxdz , n(n + 2)d%* 

V Z XZ 4 XX ’ 

unde facta substitutiono: 


seu 


«)-■— — 4«ic(i — a,') ^+ n(n -]- 2) (1 — x)d 


+ 2® (2 - 3®) - - U - h (2 - Sx)daf 


— MUlx* 


4a:(t — x)ddg — 4(w — 1 )dxdz -(- 2(2)! — ‘d)xdxdz — «(■« - 


mo v.uutuuia a. jjiuuni umca.m, parum aims cumensioncs oht 
ilistinguomlo lum torminos 

-1- -\xdds — 4(» ~ i)dxdz 

— •[‘xxildz -}- 2(‘2h — A)xdxdz — n[n — I'jzdx 1 — 0 

Htiiluamn.s 

,? - A -I- 11% -I- Oxx -|- I): B s -I-)- Mx ( -1- AV 41 + etc. 

ot pof.OHtal.iH x* coel'ficicui.s wit 


-(• A'(4*(i -|- l)- 402 - 1)(/+ 1)) + 1H-2(2 h-3)i - n(n ■ 


<pii (nnu oviuujHeovo deboat, liabobilur 


M_0*-«)( ai '- M +0 7|r 

•((/-[- ij 


N r nuc, 11 .ut.c 121 novimus ofrao 


A — a ,J a, 


<pmro HcquontoH (jooffii'.ioiitoH ornut 


:-<• 

(/ 2 ) " " h * 1-8 ’ 

(» - -I) («- r>) r = _«(»:tj 0 ,[ 
1 " i a(«-a) ' *i • s • i i? 


ote. 


etc. 


Sunmtur a = 2"”, ut fint yl = l ( oritquo 

— *)J _!_», + «<•-•> **_" *• 

»(»-s)(«-!i)(»- 7) ._ eta 
1 -1.81210 


<imio ost series quaosita. 
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COROLLARIUM 1 


80. Sumto x negative sequentis soriui 

1 + 4*+ -jrr ! ** + —-j-fi-.ig-* + j • s: is - ib 
siuninii eriti 

ex cuius combinationc cum praecedente alternis tautuin torminis 
smnma assignari poterit. 


COIIOLLAHIUM 2 

81. Si cxponcns n negative capiatur, biuae sequences series at 
rovocabimtuv: 


1 , » .. , »(« + 3)...... , («+■>) ..8 , h(h + 5)(hH-uX»*I*')...4 

1 + V* + .i..- ' aa ' + ' .i _ R. is ^ + TTsTTFrili x 


liuius seriei summa eat 


Turn 




i n . «( w + s ) Tr «(h-|-4)(h + 5)„,3 , «(»-K0(«-H0(*H-7) ,.i 
1 “ 4 ^ + 4^8 X% TTh • i 2 " -*+”■■ 4'. 8 7i2 • 1C * 


cuius suiniua esfc 






32. Hanc furmidam 


PROBLISMjV 


iYo+?ify(\~ x y^‘ 

in senem infinitum rcsolverc , cuius termini secundum potestates ipsius ;« 
direnhir. 


Posito 


SOLUTJO 


z — 


vo +« )+v'(i -g) 
0 


« 


oriii quadratis simieudis 

«- (* ±y ^ ~ 

hiucquc 


quae ibmni in priori continetur, si modo ibi loco x efc n scribatur 
“, quocirca colligitur sfcatim scries quaesita: 

n n(n — G) , n(u-8)(« —10) «,«(«—10)(«—12 )(h—U) * 

1 y VX ~\' gViG' x 'y'-XG" 24 8-1G-24-32 " % 

qnippe cuius siunina est 

= (V( 1 +s) + yp — x)Y 


COROLLARIUM 

33. Sumfco n negativo, ufc prodeat haec series: 

n + i , «(» + 8)(>H-10) ^ , h(»+ 10)(» + 12)(«+ H) 

H- g- + s~ir + -8TuT-24 '® + ~' 8 • 1G • 24 • 32 " ‘ ^ 


qimo reducitnr ad liauc formam: 


(Vi} -I--vO-lA'i-•>:)' 

\ x 


SCHOMON 

M. Oumes .•scries istas, qunrum suinmam hie assignavi, in liac 
complccti licet: 

i _L % | . h(» + '0(»+A), / »j_ w ^' 1 " ,p, )( h ' , ' g )(» + 7 ) w 4. 

s “* 1 1 y ~ j • 2 ' 1-2-3 ■ ■ 1 ■ 2 • a ■ <i j 

eritque 

unde patet, si fnerit 4y>\, seriei suinmam esse iuiagtnariam, roaloin 
si sit 4y<l. Casu autem y= \ erit, uti iani supra observavimns, 

1 1 » 1 »(» + 3) >i(ii + <l)(»H-u) , n ( « + 6) (« + G)(» + 7) ^ 

-1 -1-8 ~ r 4 • 8 • J 2 4 • 8 • 12 • I(> f ^ • 

Verura ilia sories pluribus modis transformari potest, ex quibus hum 
casum affero, qui oritur differentialibus sumtis; evit scilicet 

rf £ _ w 4. »_C«± 3 )1 »(» + '0 (» + r >) HW , " i n -I-»)(» + G )(» + ?) . , 

rfy ^ 1 J + l - 2 + 1 • 2 " 3 y ' h 


ds 

dy 


= 4 - 11 


L+rii-ly) 

0 

w 


i 

1/(T"—4yj" 


At est 


-H-i 




ivo per n dividomlo, huius serici 


n-" 

mini cst. 

l amlumdo « 

I 


1-3 

1 


v-v 


(n -f -l) (u •+• 5) , (» - f ■’>)(» +6 ) 

t". y J J t ] . o. ;j 


y*+ etc. 


1/(1 “■*?/) 


^ ->h — 3, huius sorici 

m (w + l)Q» + 2) . (w + 2)( w + 3)(w + 4) 3 

I 'J n~ - 2 ' t i . 2 . S J 

[ ( W + 3 ) ( Wi + *) (»* + A) (» » + 0) ,1 _L 
'• 12-84 J 


iiinui asti 


l 


i -j- l/(i — -iy) 


— i/i -)• 9 





CONTINUATIO FRAGMENTORUM EX ADVERT 
MATHEMATICIS DEPROMTORUM') 

Ex Cfiitimon(nfioni; 8J0 indicis "KnkstiioivMiani 
O pera postnma 1, 18(52, p. 50(5—f>18 

101 * 

(Kiiafft) 

PltOBLEMA 

Si habealur haec series 

_J i J , 

S 1 1 -fa J -{- 2« 1 -y 3« ^ 1 -I a 6 t '” 

eius quadrillion s* commode per sericm exprimere. 

Erifc autein 

S= ” 1 + (Tfa,* + + (1 +V«)> + CtC ' 

2 2 2 

1 • (f+a)~ ~ (l+«)(l + 2a) ~ (T+2u) (l + 3a) “ ° tC '' ' ' ( = “ 

2 2 o 

+ T.(T-m«) + (T+ a)(l+Ta) (1 + 2^)"(l +Tia) + ° tC '' ' * (*” _l 

___ 2 2 2 

~ RlT^) ~(T+7 )(T-Mo) “ (1 + 2a)(i + Via) “ etC ' ' ’' (~ ~ 

etc. 

Evit vero 

A ~l+ a + (Td-"a)(l + 2a) + (l + 2a)(l + S«) + CtC ' 

1) Vide notani 1 ad p. .50-1 vol. U adiectam. C. U. 


J. T t' 


l *T «; H 


1 + 2n 1 -)- 3 a 


" t 


or 


= 1 ( 1 _ 
2 a \ L 


+ 


I + - « 1 a 1 + 8a ~ 1 -f 2 a 


/1 = • • t. 

a 


+ 


- 1 _!.. . __ p f« 

1-Ma 1 l + 3« eC ' C ' 


H 


- l -( l + J -) 

2a \J ^ 1 -t -a) 


modo 


(' - - 1 + 1 _ j i _ 2 . , .j. 2 . 

' 1 I >Ut I •+• a !-{--]« ' J -f- 2 a 1 -f fi «" 


G’ = 


poiTo. Qnooivcji Piet 


- 1 C+ 1 - 1 - 1 

H«\1 T 14.({ r 1 4- 2a) 


1 ~ f " (1 -I- af (l + 2a) 8 + (1 + 3n)« + etC ' 

~ a ' 1 + 2 a (1 + 1 + a) _ 3a (J +1 -fa + f +'2 J + et °' ’ 

arfcis postorioris valor ita invostigetur: Ponatui* 

2.« , 2x*(l . l \ 2 a; 0 /1 . 1 . 1 \ - , 

ft ^ 2a \ l" ^ 1+ J 3a Vl 1 + a + l~+ 2a/ ^ ° fcC ‘ 

e 2 2a;/' 1 \ 2a; s /i , l , J \ , 

^ ” ~ ffl • 1 + t v 1 + j'+'J _ « ( 1 + r+-« +1 +vJ + oto '’ 

?*- - 21 • I +^(i+ » ) — etc. 

r a a v i -f- aJ 

iMui J<Jw,khi Oporfl omnia lie* Commwiintionoa nnatyticae 40 



adeoque , 

(l_j\-x)dz __ 2 _(_^_ _i_ t *tc. 

dx ' « T ff(i + ff) «(l + 2«) 


Ponatur x = y\ ut kabcatnr 


sou 


(J +_y a )d* 
ay a ~ l dy 


0,i'» Of/ 3 ' 1 


_s_ , __ -</ , ^ 

a «(’l •+• «) o(J + 2a) r 


('+£)*__** + 2j/-> _ 9y"« + 1 + otf . 

,/«- 3 rfy l “l -M 1+2« 


(i • 

■ 2 + 2)/“ - 2,, ! ‘ + 2y'“ 

r/y 

ergo 

(i + ?/’)<**_o 

y rt “*dy J i + ir 

et 

2 i + y a J i -M/ 

consequeuter 

2 2 /V"Yv f dy 

J l-hA/H !/ 1 


i + r 


Posito ergo y = 1 Grit quadrafcum quaesitum 

s ‘ “ 1 + + (I+W + ° 1,0 ' + 

Hie vero occurrit casus memorabilia, quando a = 2 ideoque 


i 1,1 l , . 3E 

S " 1 ” 3 + if “ 7 + ClC * 


4 ’ 


turn autera fit 


“ “ 2 jr+fl i-fp - “ ( Art - tang - J') 2 - 


10 ’ 


1.1.1 


S — = 1 + Tt + k> 4“ + otc * — 


3* 1 6* ~ 7 2 


16 


unde tandem oritur 


315 


.. i/torxivjiM iUltll.M 


xpm 


1 ~L * J ^ i ■* i j. nr 2 

b |J3 “I” r,S + y2 + CtC. = • ■ • 


;i.ntem fnorii, a = 1 ideoquo 

' s ' 1 “ 7 H~ i “ J + etc. = log. 2, 

-r-2 / f d} l = _ 9 

J y( l *hy)J i -by V ff (i+j,j" ' 

loiiondinii oriL post, integrationem ;y = 1, Gritquo 

«“ - (log. 2) 8 - l -|- | -b 1 + -f otc. - 2 fW&il + y) 

•' i'» ./ y(l+y) 

•/tc/ucmnVi w«Mc»Mf/ca l. I, p. H>2—JG1. 
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(N. Fuss) 


THEOREMS 

Proposila aerie poleslalum quacunque 

V — 1 -b ^ ^ ^ + etc. 


ac sumnlur potestus exponeniis A, nempe P\ in qua evoluta occurrat terminus 
cius coefficient [«] ita pendebil ah aliquibus praecedentium, ut sit 


n |«J 


’b Arc . -|- aij 

, , n — a 1 

--(« — «)• 1 ~(n — 


-b A fi 

(»-« 


[»- £i 


-r Ay 


fn _ y] 


ole. 
— otc. ’ 


nxpressio cousquc cst coutinuanda, quamdiu numeri n — a, n • - ft, n — y etc. 
fmnl veyativi 


Ponatur P l = S, ovit 


IS 


UG 


DEMONSTRATE 


A IP efc 


dS^ldP 
S ~ P 


PdS—lSdP. 


40 


quae aequalitas ita ropraesentefcur: 


Cum igitur sil¬ 
ent 


,, xdS 
dx 


XX 


xdP 

(lx 


P = 1 -p tf* H- oj -p a/ -j- etc., 


xdP 

■u 


-p fix? -]- yx r -f~ <h: ] -{- etc. 


lam in serio S oceurmt terminus [n\sd\ praetor queni 
potestates, quae per xt J-* muUiplicatao prodiicore, possunt 
termini ita roprnesentontur: 

0 —••• + [»] X* + [« — ft] fc* " “ + \ll — fi\ % H ~ ,i - 
Hinc ergo crit, 
xdP 

A 8 A«[?j — ft]:*;" -p A/i[u- — fi\x'‘ -p Xy [« — 


Deinde cum ex iisdcm fcenninis sit 
^ */ 

= "• «I»»]*’ + 0 - «)!»• — o]ar-"+(« -/3 )[h- 


quae in P ducta pro pofcoafcato x" praebot scqucufcos term 

n [n] x" -f (n — a) [n — a]x’' -f (n — fi) [w — fl\x" -p (h — y) 

Hi igitur termini a:" utrinque dobonfc poni aoquales, undo 

u [«J + (n — a) \ ?i — a] -(- (n — fi) [j; — fi\ -j- (« — y) [,; 
= X <x[n a] -p A fi \n — fi] -p Xy[u — y\ -p A 3 \n ~ 

unde conficitnr 

Q. R. D. 


COROUARIUM 


Cum in Hurie P exponents ipsius x aint U, a, ft, y, rV etc., in surie S=P‘ 
) potoftl utes non occiimint, nisi qnariini oxponeutes sunt suimna ). lenni- 
im Ruins scrici 0 , «, fi, y, otc., mule si in hac serie 8 oirmes plane 
:sl,<iles ipsius a; occumiiit,, id crit indicio onmes plane muneros reduci 
so ad sunmiani A i-erminoriun istius sctici 0 , a, (i, y, 3 etc. At si quac- 
n potontuH x" non occumit, tmn eins cofefficiens |») aequabitur uihilo. 
lileslmn niil.em osl nullum coOfHcicntuni fieri posse negativiim. 

yU/ncrsm-id ina(/ic»t«fic<i 1.1, p. HS5, 3M. 
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(X. VUSs) 

THEOHEMA 

Siwnud Indus scriri: 



DEMONSTRATE 

Colliyaiitiir primo nltimi termini cuiusque niembrt, qui erunt 

ill , Aft 
1 -l- 2 , + + 48 + etc - “ e ' 

iuclo his lunninis oxclusis colligiiutm- demio termini oxtrenii cuiusque memhri 


1 _ 1 _ 1 _?-etc. = — 1. 

I . a 2-3 3 ■ -i i 0 


dolotiH colligmiU.r donuo nltimi tormini, qui sunt 

1 , 1 1 . .. .. _l 4- etc. = 1 (l + • 

j.s + 2--i + 9-f> 'i' 6 aV 1! 


Si mili modo ultimi sequeutes erunt 


l i l l __ 1 

— 2 •“& iT- "g -f • 7 ' 3 


2 + 


Eodem uiodo sequenlium sunnna orit 

+ V0+1+3 + 1-) 

sicque porro. Qtmre si sfcatuanius 

<-l-•'•(!+ D + i ( 1 + {+ + l + l + 


orit 




lam istam seriom postremaiu ita ropvaesentemus: 

l = x- z (l 4- -•■) + -J 0 + 2 + a) - 7i 1 + a + :i + 
node sumto x = 1 nostra series l prodifc. Knnc autem fiet 
dl 


dx 


= 1 — X 




unde termini primi singulonim tornrinorum iiuicti daut 

l 


1 — x -f xx — x ' 5 -J- etc. = 


1 +a? 


Colligantur porro 

secundi 



Tortii dabuut 

--^(x-xx + x 3 - 

a; 1 4- etc.) - 

_-\x 

1 + X 

Sequeutes erunt 

H- 1 {xx — X 3 + x 4 - 

x 6 -f etc.) = 

■\ XX 

1 + x 


etc. 

1 +■ X 1 -t- X 



Qunmobrom orit, 


tlr ” If a:"" 


IVactio, cuiua numerator = 1 l (1 -(- x), sicque 


Cum igitnr ail, 
per partes oril 


dt 


ill _ Hi -f-a;) 
dx a;(l+.t) 

1 _ l 1 

,t( 1 f .r) “ x l +x‘ 


rf ;«(i+^)- 4 V( i+*)- 


cuius poslerioris mombci intograle est 

- ' i'(H- ;<# = - ■ (/2f. 

Pm prioro membro 


id erif 


f~n i+*). 

*/ .i 

/V/.-c / .cr , x i , , 

J a + 3 “4 + A -- etc - 


= J- x£ _L x ? - - -j- etc. 
-1^0 1G T 


Undo facto x — I aril haec pars 


, 1 1 l . j 

A +9'‘* 


jtjt 

W 


Conyoquontor hubobiuuis 


/ = 


Kit 1 

12 2 



ergo summa sotioi propositae 



Til MO IA 


Sf<[iirnfis arriri 

« ' :(' :)! :t> 


n 


nil 


S 


:i:* 


UKMuNSTHATin 

I'nllil'iuil-ur hir ift-riini loniuiii |ni>ln'ini :>ini*uli irmix iiu-mi 


1 , 1 . i . . » » 


11 is dolnliN n-liipiortun ulSimi Iwunm cullipnnl \w , »pu ■»>>»( 


S('(|iirul,iuin ullimi dmil 


s<'\|iU‘.n(.uH mml 


i i n 


wi iiu pnmi. 

Him- evil. 

.S' 

' ' / 

M 


cximIciiIi' 

/ 1 ; (i i 

^ 

: i .■ 

S( ii.l.uuli 11 





' v • ' V ( 1 1 

i ;> i: 

i' 1 - 

liel.qui! 

V(l 1 1 

il.r v 1 ;i 

) i . (I i• 

■ ] fh 



d! 

d-x 


jouucli Un-mini 
tjuenioH dalmnt 

•quo oriii 

nsoqnonUr 
iuH intogmlo 
mi Himil.o x — I i»rit 
woquonUr 


;i; X s -|- X s — x ‘ e |- a _ x __ 

1 + XX 

- X *+ x! ' x7 < , l r* 

J 3 3 i+xx' 


f 


1 


5 l + xx' 


_ ' x- i a.- 5 - ) r + oto. Arc. 


1 -f .r.r 


__ Arc. to«ff..r 

T+7T"> 


t=f- dx 

J J -Ms J l -f-a* 

^ = J (Arc. tang. $f. 


1 XT_ tf.T 

2 ’ ifi “ 32 ’ 


Jrjt an 'Ann 

S= 


COltOLLAUIUM 

limmlu, Kac aimnwi «i ipwun seriem propositam ita tracteums; 


~ T (* _ 3') + V i 1 ~ L » + {) - etc - ■ 


foil 


dS 

dx 


nini pi-imi dant 


ndi 


1 - **(l - }) + X* (l - -3 + \) - etc., 


\ —xx x K — x 6 + otc. = — - - » 


1 XX 


1 XX 

3 i+.r^’ 

:oNHAHi>t |0 um:h! Oi»om omnia Iiq* CommenUiliono9 mmlyticao 


45 



tertii 


idooque 


ftsfr voro 


eigo 


Cum igitnr sit 


erit 


Posito ergo x 


Quare, cum £ = 


unde sequitur 


i .r‘ 

•> 1 -j- xx 


ua i /* dx 

dx a(l + xx)J 1 — xx 

1 _ 1 _ X 

%{1 -{- xx) X l -f xx ' 



f dx = 

J 1 -x.r. 




J X ,J ] — xx ~ ' 


•vS /,.6 ,v.f 

+ 3's + 5a + 7s + Gtc, 


1 evit 


/ i 1 1 -xx ~ 1 + h + r!>+ f» + otR - 


;r?r 

V ' 


3 jtjt .. 

If’ ° nt 


37r;r 

“32 


ft __ Jr-T _ r xdx C dx 

' 8 c/ 1 -\-xxJ 1 - - a# ’ 


/* xdx C dx _ srw 
./ I +xx J \ —x "x~ "32 ’ 


quern valorem non video quomodo directe erui possot. 




i ivuj)uPii>ia 


Untie, seriitm secundum nmneros prhuos proijmlmikm: 


s 


i 


- 1 + ■ + 1 
;> 7 1 ii 


1 1 
1 3 ~~ 17 


1 

I!) 



— etc., 


* fonnac iv~\ Itabenf ,s upturn +, reiiqui formae 4h 4-1 si- 

in serirmt convertjento.m mmirtcre. 


SOJjUTIO 

Hue. iluplici mudo fieri potest. Cum cnim prime sit 1 ) productum 

* 4 •( H 12 12 , 

4 ’ :i ’ r>' i" ii * i;i *’ ,c - : • 

'i dmmmimitoros sunt nmuevi primi, uumeratoves vero pariter pares imitate 
1 vol minoros, sequitur fore 


,S 


; (■ -1 


. 1 /'J « A , i (-> 4-4 a 

' r ' f ^‘ ~V +7 V~3.fi *4 


f> V 3 4 


linde cum sit a ) 


. 1 4 • 4 • 8 , , 

+ li( 1_ 3'.':V7 • J+ ctc - 


Jr 2 15 0 10 14 , . 

-r3-r7-iT-ia ,,tc -”‘- 


u: sequitur tori' 

jt , 1 (n 1 2 :»\ 1 (2 • 6 n \ 

* ,■ 1 ' ' W ~ 7 (3:5' 2 “ l ) 

- 11Ca.fi-.7--a - V - Is l 1 - 3.577 7 iT -*)- etc - 

mo amlmo scries manifesto valde convergunt. 


1) Viili) (JummoHlRlionoin 72 indicia Unkstuokmiast, Ihcoroma 11, Leosuabdi Evi.eri Optra 

mil, vol. Iu, p. 2353. 0. B. 

2) Ibirtoin, Miomcma 14, loco cilato p. 23G. 


C. 13. 




THEOREMA 


PositO y 

A 


= g, si sunnnao seqnentimn sorierum ponantur 


, ill! 1 , , , 

“ 7 + »--li + ete -”^- 


1 ^ . r r + l 2 V~ + , , M + etc - ~ 


i 1 , 1 1 • 1 1 , , . ... 3 

^ 3 3 ;*, :i 7 ;l l ') 8 ll 3 ‘ *** ^ ’ 


1 + 3 < H" >'< + 7 '| + ,|i + + Cte. = 8 Dq' 


codfficientes ita a so invicem pendent, ul sil'j 


>1 = 1, 2?=.l, C =-- ji - B , I) n- J= ' 2AI} + 

•i r> h 


2AE+2BJ) + CC , 

Y ' •-:o 6tc " 


unde colJiguniur isti valores: 


2,-1, C-J-. D-\, *_?, V-* «-&, 


ubi insuper Httorae seorsim per ], 2, 4, 8, 1C, 32 etc. multiplier 
Hinc istos numeroa ultorius continuavi 3 ), quos ergo cum poteatatib 
sequent! modo repraeaento. Prior columna valet pro potostafcibua 
posterior vero pro paribus: 


1) Confer Commontfttionom 130 indicia Enrstrokmiani § 11 , Leomiahdi Uu/./■:/ 

vol. Iu, ]). 418. 0. B. 

2) Ibidem § 10, vol. Iu, p. 416. C. 13. 




1 t 

II 

'V 

-1-20*. 

C,f « ‘ - 4 9*. 

ZV 

= r 8? ‘’ 

/•-v 

j'Y 

“aV 82 ®*' 

G'f- idrl:?,- 1 **'- 

Hq" 

= ir!r?‘' 128? “’ 

J 'f “r 2 f”.7- 256 *‘* 

Kq xQ 

-A-iV"**-- 

/,«" « L-.' ? u -. . 1024</ n 

' 1 2GG-3I-25*7 1 

ilq n 

=. 2 : C AL_ ..20i8 v is 

81 • 2. f > • 7 • 11 1 

(‘to. 

otc. 



tinodni littome postorioris colunmae online dividanfcur por hos numero 
2 • 15, 2-lilt oic., prodount, mean fractionea * , ^ ^ etc. 1 ) 

Supra habuimua liaec duo producta; 


ot 


71 'l 'l 

•I ’ 3 ’ fi 


rt 12 
7 * fl 


12 . 

-otc. 

13 


1 


71 2 (i lj 

2 3 f> 7 


1° 11 i. 

- - • otc. = 1 

11 13 


honitn priuft per poaterina divisum dat 

. «.. l2 . 1 ».L G .. S0 . e tc.-l. 

1 c G 10 14 18 in 


Huo fractiones invovtantur ot. sumaufcur loganthmi, eritque 


Cum igitnv sit 


C. B. 



1) Ibiilom § 29, loco citato p. -140. 



evolutis logarittmiis simrisais dabit banc iiequatiououi: 


l 

+ 

i 

' Ta + 


• + 

1“ ' 

r'l 


f> 


3 


,1 

») 

I 

it 


1 


j 

i 

1 

l 

1 

1 


1 


3 

7 :i 


' "7 6 

7 ' 

' 7 7 ' 


1 


1 

1 

i 

1 

l 

1 

etc. = 

~ Ll 


:s 

j i 7 

r> 

' 11" ~ 

1 ' 

'll 7 


i 


l 

1 

1 

1 , 

1 

1 


+ 13 

+ 

a 

* “I' 

f) 

' IF + 

7 

' i :i 7 



etc. 


llinc ergo erit 





i 

13 


+ 


1 

17 


— etc. 


+ Y C “ 7* 11* + Ys* + 17” otc ') . _ 


, If 1 .- 1 _ 1 

Y r> \f» 5 7 6 ii 6 



i_ 



etc. 


Hinc porro 


l 

3 


- 1 _|_ 1 
f> r 7 1 1) 


1 

13 


•„ -|- otc. 

17 1 


= s= 


3 


-!_ 1 ( 1 __ l . 
h 3 W 7 e 


, '.{} _ 

^ r> V 5 5 7 6 


11 


u' 



otc. 


1 _ 1 
7 7 ll 7 


Unde sequitiu* uostram seriem S aliquantillo maiorem os? 


0J3SEKYATI0 


Pur similes vationes invent, si onmes numori priini in duas partes divi- 
lantnr imitate diffcrentes, ac pro nnmeris primis fonnao Hu 1 vel 
aartes maiores pro numeratoribus, minores vero pro donomiuatoribus smnan- 
.ur; pro his autorn nuineris 8 h — 1 vcl 8« — 3 minores pro numeratoribus 
it maiores pro denominatoribus sumimtur, production omnium harnm i'rac- 
jionmn erit = 1, hoc cst 

a 2 3 0 (i 9 j o , 

1 ' 3 ’ -1 ’ ’ 7 ' V * ‘J ' ° tC * “ 1 ‘ 


COROLLARIUM 


Transformatio scriei 


S = 


l . l 


l 


3 5+7 + n”l"3'~i7 +etC ’ 

itiani hoc modo 1 ) referri potest: 

l) T[\iiuM trimsf'ovmuUonia domonstvaiio Euu’.iu moro conficienda hoc exomplo illustrclnr 
Sil 


P=1 


l.i i.i 
8 s 


+ 6 - s - j, + d* - n a + etc.: 


>ril 


nulo ovihir 


Similitor, cum Bit 


ori 1. 


p i L _ i j J_L j. 1 

1 3® “ 3® 9®* "** 15* 21* + 27* "’ 0lC, » 


^l 1 "*■ it 3 ) “ 1 6 ® 7* 11* + I.** + 17 s (!tc ' 

1 X 1 ^ 3V r»“ 6 3 ^ 25* 36 

"h ;7«) (* 5 s) = ^ _ 7® _ if® 13* 1 ^ I 7 3 " ~ 19 B 


86® “ 65* * (16* + otC '* 
1 1 


etc. 


1*0110 ost 


undo fiot 


^ J ( 1 3*') ( l 5») 7* 1=0 7* 49® 77® 9l 8 ^ 119* et °' 1 

1* (l + a«) 0 ■“ o<) (* "h 7") 1 _ IT® 18* 17* 19 s ~ 23® ^ 0tC * 


.S'--, 


ubi 


+{( jj ( i +i)( i - 


etc. - 

” 1 H“ rj3 ' 

_ 1 . J 
7 3 ' i 1 9 

+ i («( 1 + ?)( 1 - 

- >/.) (t + 

etc. - 

-i + S V 

1 4- 1 
7 5 h ll 6 

+ y(*( 1 + iO( 1 ' 

-£)(! + £) 

etc. - 

- 1 -f r - 7 

- ‘ + 1 
7 ? r n? 

etc., 





^3 

II 

Q= 1 GJitf, 

It- 

» QiAGq 1 

etc. 


Adversaiia nialhemohcu f. Ill, p.104—i07. 


Sintilibns opomtionibus pro singulis nimiens primis imparihus instihil.is omnca sorioi tf 
tor priraum tollontur rcporieturquo 


p ( 1 + ?)( 1 -r')( 1+ 7 1 ‘) olt ' = '• 


Confor o.g. demonstratiouera tliooromatis 8 in Coiumontationo 72 indicia Enhstkokmiani 
I.f.osiiari)! JZuLKM Opera omnia, vol. In, }>. 230. 0. R 
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